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摘  要 

 

一、分數化為小數的種類有 2 種，一種為有限小數，如：
1

5
＝0.2……等等可以整除的小數；另

一種為循環小數，如：
1

3
＝0.3、

1

6
＝0.16……等等除不盡的小數。 

二、循環小數是一個具有循環規則而除不盡的小數，它可能在小數後面幾個位數或甚至全部

位數都具有循環的特性，循環小數因除不盡，為表示方便，所以在小數具有循環特性

的位數上，作上記號表示之，稱為「循環節」，有三種表示方式，分別是：0.3、 

     0.
.

3、0.﹛3﹜。 

三、循環小數有 2 種，一種是純循環小數，另一種是混循環小數。純循環小數是指小數全部

位數都具有循環的特性，例如：
1

3
＝0.3333333……，記作 0.3。混循環小數是指分數化為

小數，分子÷分母的計算中，會有不是一開始就出現循環小數，而是後來才出現循環的

小數，例如：
1

6
＝0.166666……，記作 0.16。 

四、循環小數的特性： 

(一)最簡分數 
𝑞

𝑝
 化成循環小數時，其循環節的位數必不多於(p－1)位。例如：

1

7
＝0.142857，

循環節有(7－1)＝6 位。 

(二)混循環小數未循環的位數與分母的質因數 2 和 5 的多寡有關，分母含有質因數 2 或 5，

又含有其他質因數時，這個分數一定可以化為混循環小數，而且不循環部分的位數等

於分母的質因數 2 與 5 中個數較多的那個數的個數。 

五、要將循環小數化為分數，方式可分為純循環小數化為分數與混循環小數化為分數 2 種。 

(一)純循環小數化為分數，分子是循環節的數字，分母則為 9，例如：0.3＝
3

9
＝

1

3
。 

(二)混循環小數化為分數，分子是小數點後面第一個數字到第一個循環節的末位數字組成

的數，與不循環部分數字所組成之數的差，分母的前幾位是 9，後幾位為 0，其中 9

的個數等於循環節的位數，0 的個數等於不循環部分的位數，最後將所得的分數化

為最簡分數。例如：2.1254＝2
1242

9900
＝2

69

550
，分子是 1254－12＝1242，分母是 9900。 
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壹、 研究動機 

 

老師在檢討暑假作業時，老師教我們把 1÷3 化為分數等於 
1

3
 ，老師突然問我們會不會把 

1

3
 化為小數，我們都說不會，老師就教我們用直式去除(1÷3)，這題很好算，答案是

0.33……，但這一題是除不盡的，如果一直除下去，3 會一直重複，老師說這種除不盡的小

數叫做循環小數，什麼是循環小數？這個問題在一直在我的腦海裡縈繞，下課忍不住去問老

師什麼是循環小數，老師問我想不想探究，我立即邀好友一起來研究。 

在這個研究當中，我們想了解什麼是循環小數，再則是學習如何把循環小數化為分數，

老師說我們的想法很好，可以試試看，於是我們展開有關循環小數的研究之旅。 

 

貳、研究目的 

 

一、分數化為小數的種類。 

二、了解循環小數的意義。 

三、了解循環小數的種類。 

四、了解循環小數的特性。 

五、了解如何將循環小數化為分數。 

 

參、研究設備及器材 

 

數學課本(康軒版五下)、計算紙、筆、電腦、網際網路參考資料…。 
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肆、研究過程及方法 

 

一、分數化為小數的種類 

任何一個分數都能化成小數，一種是有限小數，當最簡分數 
a

b
 的分母除了 2 和 5 之外，

沒有其他質因數時，
a

b
 就能化成一個有限小數，如：

1

5
＝0.2、

1

10
＝

1

2×5
＝0.1、

1

2
＝0.5……。 

另一種為循環小數，當最簡分數 
a

b
 的分母除了 2 或 5 之外，還含有其他質因數時，

a

b
 就

能化成一個循環小數，如：
1

3
＝0.3、

1

11
＝0.09、

7

30
＝

7

2×5×3
＝0.23……。 

二、循環小數的意義 

循環小數是一個具有循環規則而除不盡的小數，它可能在小數後面幾個位數或全部位數

都具有循環的特性。 

循環小數因為除不盡，為表示方便，所以我們在小數具有循環特性的位數上，做上記號表

示之，稱為「循環節」，有下列三種表示方式： 

(一) 使用「上劃線」表示，如：
1

3
＝0.3  

(二) 使用「上點」表示，如：
1

3
＝0.

.

3  

(三) 使用「大括號」表示，如：
1

3
＝0.﹛3﹜ 

在本研究中，我們將使用上劃線來表示循環小數。 

 

三、循環小數的種類 

(一)純循環小數 

純循環小數是指小數全部位數都具有循環的特性，例如：
1

3
＝0.3333333……，記作 0.3，3

一直重複出現，循環不已。那什麼狀況會出現純循環小數呢？若最簡分數 
a

b
 的分母 b 含有 2

或 5 以外的質因數(即 b 的質因數與 2 或 5 互質)，該分數化為小數就會出現純循環小數，如：

1

3
＝0.3、

1

11
＝0.09、

1

53
＝0.0188679245283。 
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再如 
1

2
、

1

3
、……、

1

50
 這 49 個分數中，有多少個純循環小數？ 

解：分母的質因數與 2 或 5 互質的分數即是純循環小數。 

    分母含有 2 的共有 50÷2=25 個 

    分母含有 5 的共有 50÷5=10 個 

    分母同時含有 2 和 5 的共 50÷10=5 個 

    因此不含 2 和 5 的有 49-25-10+5=19 個。 

    
1

2
、

1

3
、……、

1

50
 這 49 個分數中，有 19 個可以化為純循環小數，分別是 

1

3
、

1

7
、

1

9
、

1

11
、

1

13
、

1

17
、

1

19
、

1

21
、

1

23
、

1

27
、

1

29
、

1

31
、

1

33
、

1

37
、

1

39
、

1

41
、

1

43
、

1

47
、

1

49
。 

(二)混循環小數 

混循環小數是指分數化小數，分子÷分母的計算中，不是一開始就出現循環小數，而是後

來才出現循環的小數，例如：
61

495
＝0.1232323……，記作 0.1 23，剛開始出現 1，接著 2、3 一

直重複出現，循環不已。 

我們發現分母同時含有 2 或 5 及其他質因數的分數，該分數化成小數就會出現混循環小

數，如：
1

6
＝0.1 6，分母 6 有質因數 2、3；

8

65
＝0.1 230769，分母 65 有質因數 5、13； 

71

150
＝0.473，分母 150 有質因數 2、3 和 5。 

四、循環小數的特性 

(一)最簡分數 
𝑞

𝑝
 化成循環小數時，其循環節的位數必不多於(p－1)位 

對任意分數 
𝑞

𝑝
 作除法時，我們必然會遇到早先出現過的一個餘數，餘數只可能是 1，2，

3……，p－1。0 不包括在餘數中，因為它的出現就表示除法已經結束，而且小數是有限的，

現在由於餘數只可能有 p－1 個數字，那麼在第 p 步或更早些，就會開始重複。所以 
𝑞

𝑝
 的小

數展開式是循環的，並且它的循環節至多是 p－1 位。例如：
1

7
 ＝0.142857 ，循環節是 6 位(7

－1)。我們將分子是 1，分母從 3 到 49 會產生循環小數的分數作成下表。 
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分數 循環小數 循環節的數字 
循環節

位數 

3

1
 0. 3  3 1 

7

1
 0.142857  142857 6 

1

9
 0.1 1 1 

11

1
 0. 09  09 2 

13

1
 0. 076923  076923 6 

17

1
 0. 1176470588235294  0588235294117647 16 

19

1
 0. 473684210526315789  052631578947368421 18 

1

21
 0.047619 047619 6 

23

1
 0. 1369565217390434782608  0434782608695652173913 22 

1

27
 0.037 037 3 

29

1
 0. 2413793120689655170344827586  0344827586206896551724137931 28 

31

1
 0. 161290322580645  032258064516129 15 

1

33
 0.03 03 2 

37

1
 0. 027  027 3 

1

39
 0.025641 025641 6 

41

1
 0. 02439  02439 5 

43

1
 0. 353488372090232558139  023255813953488372093 21 

47

1
 A B 46 

1

49
 C D 42 

 

A＝0. 8936170425531914382978723444680851060212765957  

B＝0212765957446808510638297872340425531914893617 

C＝0.020408163265306122448979591836734693877551 
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D＝0204081632653061224489795918367346938775551 

我們發現真的是如上所述：當最簡分數 
a

b
 化成循環小數時，其循環節的位數必不多於(b

－1)位。我們以 
1

7
 為例，發現它的餘數依序為 3、2、6、4、5、1，餘數為 1 到 6，即循環節為

7－1＝6 位；我們再以 
1

17 
 為例，發現它的餘數依序為 10、15、14、4、6、9、5、16、7、2、

3、13、11、8、12、1，餘數為 1 到 16，即循環節為 17－1＝16 位。 

分數 循環小數 
循環節

位數 
各循環節的餘數 

3

1
 0.3  1 1 

7

1
 0.142857  6 3、2、6、4、5、1 

1

9
 0.1 1 1 

11

1
 0. 09  2 10、1 

13

1
 0. 076923  6 10、9、12、3、4、1 

17

1
 0. 1176470588235294  16 

10、15、14、4、6、9、5、16、

7、2、3、13、11、8、12、1 

19

1
 0. 473684210526315789  18 

10、5、12、6、3、11、15、17、

18、9、14、7、13、16、8、4、

2、1 

1

21
 0.047619 6 10、16、13、4、19、1 

23

1
 0. 1369565217390434782608  22 

10、8、11、18、19、6、14、2、

20、16、22、13、15、12、5、4、

17、9、21、3、7、1 

1

27
 0.037 3 10、19、1 

29

1
 0. 2413793120689655170344827586  28 

10、13、14、24、8、22、17、25、

18、6、2、20、26、28、19、16、

15、5、21、7、12、4、11、23、

27、9、3、1 
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31

1
 0. 161290322580645  15 

10、7、8、18、25、2、20、14、

16、5、19、4、9、28、1 

1

33
 0.03 2 10、1 

37

1
 0. 027  3 10、26、1 

1

39
 0.025641 6 10、22、25、16、4、1 

41

1
 0. 02439  5 10、18、16、37、1 

43

1
 0. 353488372090232558139  21 

10、14、11、24、25、35、6、17、

41、23、15、21、38、36、16、

31、9、4、40、13、1 

47

1
 A 46 

10、6、13、36、31、28、45、27、

35、21、22、32、38、4、40、24、

5、3、30、18、39、14、46、37、

41、34、11、16、19、2、20、12、

26、25、15、9、43、7、23、42、

44、17、29、8、33、1 

1

49
 B 42 

10、2、20、4、40、8、31、16、

13、32、26、15、3、30、6、11、

12、22、24、44、48、39、47、

29、45、9、41、18、33、36、17、

23、34、46、19、43、38、37、

27、25、5、1 

A＝0. 8936170425531914382978723444680851060212765957  

B＝0.020408163265306122448979591836734693877551 

 

(二)混循環小數未循環的位數與分母的質因數 2 和 5 的多寡有關 

老師要我們以 1 當分子，3 當分母，再逐次加入 2 和 5 到分母中，看看會有什麼變化，

我們分組計算，結果如下表。 
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分母 2 和 5 的多寡 分數 循環小數 

1 個 2 
32

1


＝

6

1
 0.16  

2 個 2 
322

1


＝

12

1
 0.083  

3 個 2 
3222

1


＝

24

1
 0.0416  

4 個 2 
32222

1


＝

48

1
 0.02083  

5 個 2 
322222

1


＝

96

1
 0.010416  

1 個 5 
35

1


＝

15

1
 0.06  

2 個 5 
355

1


＝

75

1
 0.013  

3 個 5 
3555

1


＝

375

1
 0.0026  

4 個 5 
35555

1


＝

1875

1
 0.00053  

5 個 5 
355555

1


＝

9375

1
 0.000106  

2 個 2，1 個 5 
3522

1


＝

60

1
 0.016  

2 個 5，1 個 2 
3255

1


＝

150

1
 0.006  

3 個 2，2 個 5 
355222

1


＝

600

1
 0.0016  

3 個 5，2 個 2 
322555

1


＝

1500

1
 0.0006  

1 個 2，1 個 5 
352

1


＝

30

1
 0.03  

2 個 2，2 個 5 
35522

1


＝

300

1
 0.003  

3 個 2，3 個 5 
3555222

1


＝

3000

1
 0.0003  

 

我們發現，混循環小數未循環的位數與分母的質因數 2 和 5 的多寡有關，根據上表，當

分子與分母互質，且分母有 1 個 2 或 1 個 5，混循環小數未循環的位數就有一位，例如：
32

1



＝0.16 ，
35

1


＝0.06；當分子與分母互質，且分母有 2 個 2 或 2 個 5，混循環小數未循環的

位數就有二位，例如：
322

1


＝0.083，

355

1


＝0.013；當分子與分母互質，且分母有 3 個
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2 或 3 個 5，混循環小數未循環的位數就有三位，例如：
3222

1


＝0.0416 ，

3555

1


＝

0.0026……。 

當分子與分母互質，且分母分別有質因數 2 和 5 時，就看 2 比較多，還是 5 比較多，哪

一個多，未循環的位數就以那一個數字為準，當分子與分母互質，分母有質因數 2 個 2 及 1

個 5，或者分母是 1 個 2 及 2 個 5，混循環小數未循環的位數就有二位，例如：
3522

1


＝

0.016，
3255

1


＝0.00 6；當分子與分母互質，分母有質因數 3 個 2 及 2 個 5，或者是 2 個

2 及 3 個 5，混循環小數未循環的位數就有三位，例如：
355222

1


＝0.001 3 ，

322555

1


＝0.0013，……。 

當分子與分母互質，且分母有同個數的質因數 2 和 5，混循環小數未循環的位數就有幾

位，例如：
352

1


＝0.03，分母有 1 個 2 和 1 個 5，未循環的位數有 1 位；

35522

1


＝

0.003，分母有 2 個 2 和 2 個 5，未循環的位數有 2 位；
3555222

1


＝0.0003，……。

其實，當分母有同個數的質因數 2 和 5，就是 10 的倍數，有 1 個 2 和 1 個 5，就是 10，小數

位數就多 1 位；有 2 個 2 和 2 個 5，就是 100，小數位數就多 2 位；有 3 個 2 和 3 個 5，就是

1000，小數位數就多 3 位，……。 

五、循環小數化為分數 

老師告訴我們，將循環小數化為分數的秘訣就是用擴倍法將循環節的小數去掉，方式有

二種： 

(一)純循環小數 

    令𝑥 ＝0.𝑎1𝑎2𝑎3…𝑎𝑛 

則10𝑛𝑥＝𝑎1𝑎2𝑎3 … 𝑎𝑛. 𝑎1𝑎2𝑎3…𝑎𝑛 

10𝑛𝑥－𝑥 ＝𝑎1𝑎2𝑎3 … 𝑎𝑛. 𝑎1𝑎2𝑎3…𝑎𝑛－0.𝑎1𝑎2𝑎3…𝑎𝑛 

𝑥 ＝
𝑎1𝑎2𝑎3…𝑎𝑛

999…9
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(二)混循環小數 

    令 。 

則 ──①式。 

──②式。 

②－①⇒

。 

 

經由老師的指導，我們了解純循環小數化為分數，分子是循環節的數字，分母則為 9，

例如：0.3＝
3

9
＝

1

3
，3. 45＝3

45

99
＝3

5

11
。如果是混循環小數化為分數，分子是小數點後面第一個數

字到第一個循環節的末位數字組成的數，與不循環部分數字所組成之數的差，分母的前幾位

是 9，後幾位為 0，其中 9 的個數等於循環節的位數，0 的個數等於不循環部分的位數，最後

將所得的分數化為最簡分數。例如：0.03＝
3−0

90
＝

3

90
＝

1

30
。2.1254＝2

1254−12

9900
＝2

1242

9900
＝2

69

550
。 
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伍、研究結果 

 
經由老師的指導，我們知道： 

一、分數化為小數的種類有 2 種，一種為有限小數，如：0.2、0.3、0.5……等等可以整除的小

數；另一種為循環小數，如：0.3、0.09、0.23……等等除不盡的小數。 

二、循環小數是一個具有循環規則而除不盡的小數，它可能在小數後面幾個位數或甚至全部

位數都具有循環的特性，循環小數因除不盡，為表示方便，所以在小數具有循環特性

的位數上，作上記號表示之，稱為「循環節」，如：0.3333……＝0.3，在 3 的上面畫

一橫線表示循環節。 

三、循環小數有 2 種，一種是純循環小數，另一種是混循環小數。純循環小數是指小數全部

位數都具有循環的特性，例如：
1

3
＝0.3333333……，記作 0.3，3 一直重複出現，循環不

已。混循環小數是指分數化小數，分子÷分母的計算中，會有不是一開始就出現循環小

數，而是後來才出現循環的小數，例如：
61

495
＝0.1232323……，記作 0.1 23，剛開始出現

1，接著 2、3 一直重複出現，循環不已。 

四、循環小數的特性： 

(一)最簡分數 
𝑞

𝑝
 成循環小數時，其循環節的位數必不多於(P－1)位。例如：

1

7
＝0.142857，

循環節有(7－1)＝6 位。 

(二)混循環小數未循環的位數與分母的質因數 2 和 5 的多寡有關，分母既含有質因數 2 或

5，又含有其他質因數時，這個分數一定可以化為混循環小數，並且不循環部分的位

數等於分母的質因數 2 與 5 中個數較多的那個數的個數。 

五、要將循環小數化為分數，方式可分為純循環小數化為分數與混循環小數化為分數 2 種。 

(一)純循環小數化為分數，分子是循環節的數字，分母則為 9，例如：0.3＝
3

9
＝

1

3
，0.12＝

12

99
＝

4

33
。 

(二)混循環小數化為分數，循環小數有幾位循環化為分數時的分母就寫幾個 9，小數點後

有幾位不循環就寫幾個 0，而分子部份是將循環小數全部寫上去減去不循環的數字，

然後化為最簡分數即可。例如：2.1254＝2
1254−12

9900
＝2

1242

9900
＝2

69

550
。 
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陸、結論 

 
一、判斷最簡分數 

a

b
 是否為循環小數，方法為當 

a

b
 的分母 b 如果不能完全拆解成 2 與 5 的乘

積，這個分數 
a

b
 就是循環小數，如：

1

3
＝0.3、

1

6
＝

1

2×3
＝0.1 6 ，

1

15
＝

1

5×3
＝0.0 6、

7

30
＝

7

2×5×3

＝0.23……。 

二、判斷最簡分數 
a

b
 是否為純循環小數，方法為當 

a

b
 的分母 b 是和 2 或 5 互質的數，該分

數化為小數就是純循環小數，如：
1

3
＝0.3、

1

11
＝0.09。 

三、判斷最簡分數 
a

b
 是否為混循環小數，只要分母 b 同時是 2 或 5 及其他質因數的分數，該

分數化成小數就會出現混循環小數，如：
1

6
＝

1

2×3
＝0.1 6，分母 6 有質因數 2 和 3，

1

15
＝

1

5×3

＝0.0 6，分母 15 有質因數 3 和 5，
1

30
＝

1

2×3×5
＝0.03，分母 30 有質因數 2、3 和 5。 

四、最簡分數 
𝑞

𝑝
 化成循環小數時，其循環節的位數必不多於(P－1)位。因為 q 除以 p 所得到

的餘數 r 一定不會大於除數 p，那麼反覆除法運算所得到的餘數一定是 1 至 p - 1 之間

的數字，所以循環節的位數必不多於(P－1)位。。如：
1

7
＝0.142857，餘數依序為 3、2、

6、4、5、1，餘數為 1 到 6，即循環節為 7－1＝6 位。 

五、循環小數不循環節長度與 2 或 5 有關： 

(一) 分母有一個 2 或一個 5，未循環節長度就+1，如∶
1

6
＝

1

2×3
＝0.1 6 ，

1

15
＝

1

5×3
＝0.0 6 未循

環節有 1 位。 

(二) 分母同時含有 2 的 m 次方或 5 的 n 次方時，未循環節為 max(m，n)，如∶
1

1500
＝

1

2×2×3×5×5×5
＝0.0006，未循環節有 3 位。 
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