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壹、 研究動機 

    在第 60 屆科展中有一個這樣的研究題目：給我滾回來!探討正方形在矩形外滾動問

題。從研究中我們看見在起始情況為正方形與矩形頂點重合，且矩形邊長為正方形邊長

整數倍的情況下，正方形觀察點在矩形外的滾動路徑長是具有規律性的一般化情形。這

引起我們的好奇：正三角形在矩形外滾動是否也具有一般化情形？ 

貳、 研究目的 

一、正三角形在矩形外如何滾動？ 

二、正三角形的滾動情形是固定的嗎？要滾動幾圈才能回到原來位置？ 

三、正三角形在矩形外滾動路徑是否有規則？ 

四、正三角形在矩形外滾動路徑的一般化情形為何? 

參、 研究設備及器材 

    電腦、紙、筆、幾何模型 

肆、 研究過程 

一、正三角形在矩形外如何滾動？ 

    在研究之前，我們先設定幾個探討的基本條件：首先，在起始位置上，正三角

形頂點與矩形頂點重合；其次，矩形邊長為正三角形邊長的整數倍。基於以上兩點

條件，為方便討論，接下來我們都將正三角形邊長設定為 1 單位長，矩形的長為 M

單位長，寬為 N 單位長，其中 M、N 為正整數，且起始重合點稱為 A 點。如下圖

一所示： 
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圖一 



(一)、正三角形在直線上的滾動狀況 

    正三角形在直線上滾動前進時，只要滾動 3 次，三角形的三個頂點就回

到原來的相對位置。如圖二所示： 

 

 

 

 

 

 

若以 A 點為觀察點，由圖一也可看出，分別以 B、C 為圓心轉動的時

候，轉動半徑皆為正三角形邊長，轉動角度皆為 120 度。 

(二)、正三角形在轉角的滾動狀況 

    正三角形在轉角滾動前進時，若分別以 B、C 為圓心轉動，則轉動半徑

皆為正三角形邊長，轉動角度皆為 210 度；若以 A 點為圓心則無轉動路徑。

如圖三所示： 

 

 

 

 

 

 

 

二、正三角形的滾動情形是固定的嗎？要滾動幾圈才能回到原來位置？ 

    由以上的討論，我們知道當正三角形要滾動回原本的對應位置時，所滾動的次

數必須為 3 的倍數。那麼在各種邊長比例的矩形中，A 點至少須繞行幾圈才能回到

起始位置？ 

    根據基本設定，矩形的周長為 2(M+N)，又正三角形滾動次數必須為 3 的倍
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數，因此可以將所有情況分為以下兩種情形： 

(一) 當 M+N 為 3 的倍數時，則 2(M+N)必為 3 的倍數，因此正三角形只要繞矩形滾

動 1 圈即可回到初始對應位置。 

(二) 當 M+N 不為 3 的倍數時，則 2(M+N)必須再乘以 3 才可為 3 的倍數，因此正三

角形必須繞矩形滾動 3 圈才能回到初始對應位置。 

    藉由以上的結論，接下來我們討論路徑長時，將以矩形的長寬和 M+N 是否為

3 的倍數兩種類型進行討論。 

三、正三角形在矩形外滾動路徑是否有規則？ 

    根據上述結論，我們先觀察 M+N 為 3 的倍數之類型，此類型中，正三角形皆

沿矩形滾動 1 圈即可回到初始對應位置： 

(一) M+N=3 時 

1. (M，N)=(2，1) 

 

 

 

 

 

 

 

(二) M+N=6 時 

1. (M，N)=(5，1)     
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 2 個， 

210 度有 2 個。 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 6 個， 

210 度有 2 個。 



2. (M，N)=(4，2)   

 

 

 

 

 

 

3. (M，N)=(3，3)   

 

 

 

 

 

 

在這個情況中，由於矩形長寬皆為 3 的倍數，因此未出現轉動 210 度的情形。 

(三) M+N=9 時 

1. (M，N)=(8，1)     

 

 

 

 

2. (M，N)=(7，2)     

 

 

 

 

 

A1 

A A2 

A4 

A3 

A5 

A6 

A7 

A8 

A 點的轉動角度中： 

120 度有 6 個， 

210 度有 2 個。 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 8 個， 

210 度有 0 個。 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 10 個， 

210 度有 2 個。 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 10 個， 

210 度有 2 個。 



3. (M，N)=(6，3)     

 

 

 

 

 

 

在這個情況中，矩形長寬皆為 3 的倍數，因此也未出現轉動 210 度的情形。 

4. (M，N)=(5，4)     

 

 

 

 

 

 

 

         由上述幾個例子我們可以看出，在 M+N 為 3 的倍數之類型中： 

(1)A 點每轉動 2 次會回到矩形的邊上，前後兩次位置在矩形周長上前進 3 個

單位長；換句話說，A 點每轉動一次，對應到矩形的邊上為前進 1.5 個單

位長。 

(2)若正三角形的某次轉動都在矩形的同一段長或寬上，未經過轉角，則轉動

角度必為 120 度；反之，若同一次轉動經過轉角(同時跨越長和寬)，則轉

動角度為 210 度。 

(3)由於長+寬為 3 的倍數，因此正三角形繞完一組長+寬剛好回到矩形的邊

上，且與另一組長+寬的路徑模式完全相同。 

(4)若長和寬皆為 3 的倍數，則不會有轉動 210 度的情況出現:反之，若長寬皆

不為 3 的倍數，則會出現 2 次轉動 210 度的情況。         
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 12 個， 

210 度有 0 個。 

A2 

A1 

A11 

A3 

A 

A5 

A6 

A7 

A8 

A9 

A10 

A4 

A12 

A 點的轉動角度中： 

120 度有 10 個， 

210 度有 2 個。 



    接著我們觀察 M+N 不為 3 的倍數之類型，此類型中，正三角形皆沿矩形滾動

3 圈可回到初始對應位置： 

(一) M+N=2 時      

1. (M，N)=(1，1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(二) M+N=4 時          

1. (M，N)=(3，1) 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 0 個， 

210 度有 8 個。 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 8 個， 

210 度有 8 個。 



2. (M，N)=(2，2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(三) M+N=5 時    

1. (M，N)=(4，1) 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 8 個， 

210 度有 8 個。 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 12 個， 

210 度有 8 個。 



2. (M，N)=(3，2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(四) M+N=7 時    

1. (M，N)=(6，1) 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 12 個， 

210 度有 8 個。 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 20 個， 

210 度有 8 個。 



2. (M，N)=(2，5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. (M，N)=(3，4) 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 20 個， 

210 度有 8 個。 

A 點的轉動角度中： 

120 度有 20 個， 

210 度有 8 個。 



(五) M+N=8    

1. (M，N)=(7，1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. (M，N)=(6，2) 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 24 個， 

210 度有 8 個。 

A 點的轉動角度中： 

120 度有 24 個， 

210 度有 8 個。 



3. (M，N)=(3，5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. (M，N)=(4，4) 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 24 個， 

210 度有 8 個。 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

由上述幾個例子我們可以看出，在 M+N 不為 3 的倍數之類型中： 

(1)如同 M+N 為 3 的倍數之類型，A 點每轉動一次，對應到矩形的邊上為前進 1.5

個單位長。 

(2)A 點轉動的總次數為 4(M+N)次，其中無論 M+N 為何，轉動 210 度的次數皆為

8 次，其餘為轉動 120 度。 

四、正三角形在矩形外滾動路徑的一般化情形為何？ 

統整以上的觀察結果，我們知道無論在哪種模式中，A 點每轉動一次，對應到

矩形的邊上皆為前進 1.5 個單位長。若將正三角形在矩形外滾動路徑類型依照矩形

的長寬和 M+N 分成兩種： 

(一) 當 M+N 為 3 的倍數時，正三角形只要繞矩形滾動 1 圈即可回到初始對應位

置。則將矩形周長2(𝑀 + 𝑁) ÷ 1.5即為正三角形轉動次數。其中，又可將此類

型細分成兩種： 

1. 若長與寬皆為 3 的倍數，則 A 點的轉動角度皆為 120 度，故路徑長為 

          2𝜋 × 1 ×
120

360
× [2(𝑀 + 𝑁) ÷ 1.5] =

8𝜋(𝑀+𝑁)

9
 

2. 若長寬皆不為 3 的倍數，則 A 點的轉動角度會出現 2 次轉動 210 度的情

況，其餘皆為 120 度，因此路徑長為 

2𝜋 × 1 ×
120

360
× [2(𝑀 + 𝑁) ÷ 1.5 − 2] + 2𝜋 × 1 ×

210

360
× 2 =

8𝜋(𝑀 + 𝑁)

9
+ 𝜋 
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A 點的轉動角度中： 

120 度有 24 個， 

210 度有 8 個。 



(二) 當 M+N 不為 3 的倍數時，正三角形必須繞矩形滾動 3 圈才能回到初始對應位

置。則3[2(𝑀 + 𝑁)] ÷ 1.5 = 4(𝑀 + 𝑁)為正三角形轉動次數。其中，又可將此

類型細分成四種： 

1. 𝑀 = 3𝑘1，𝑁 = 3𝑘2 + 1，其中𝑘1, 𝑘2為正整數。 

則3(𝑀 + 𝑁) = 9(𝑘1 + 𝑘2) + 3為 3 的倍數；即正三角形繞矩形滾動 1.5 圈後

回到與初始狀態相似的對應位置，剩下的 1.5 圈滾動路徑與前面完全相同。 

另外，我們再將此類型中的(6，1)減去長度 3 單位；(3，4)減去寬度 3 單位

後，與(3，1)的圖形做比較 
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    可發現把矩形長或寬減去 3 單位長後剩餘部分三角形的滾動路徑是相同

的，且長或寬增加 3 單位長對三角形的滾動來說只增加了轉動 120 度的次

數；換句話說，所有這種類型的矩形與(3，1)比較，只改變了三角形滾動

120 度的次數，並不影響滾動 210 度的次數。而(3，1)中，三角形的滾動總

共出現 8 次 210 度。 

2. 𝑀 = 3𝑘1，𝑁 = 3𝑘2 + 2，其中𝑘1, 𝑘2為正整數。 

則3(𝑀 + 𝑁) = 9(𝑘1 + 𝑘2) + 6為 3 的倍數；故正三角形繞矩形滾動 1.5 圈後

回到與初始狀態相似的對應位置，剩下的 1.5 圈滾動路徑與前面完全相同。 

另外，我們再將此類型中的(6，2)減去長度 3 單位；(3，5)減去寬度 3 單位

後，與(3，2)的圖形做比較 
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    結果發現所有這種類型的矩形與(3，2)比較，只改變了三角形滾動 120

度的次數，並不影響滾動 210 度的次數。而(3，2)中，三角形的滾動總共出

現 8 次 210 度。 

3. 𝑀 = 3𝑘1 + 1，𝑁 = 3𝑘2 + 1，其中𝑘1, 𝑘2為正整數。 

則3(𝑀 + 𝑁) = 9(𝑘1 + 𝑘2) + 6為 3 的倍數；故正三角形繞矩形滾動的前 1.5

圈與後 1.5 圈滾動路徑完全相同。 

另外，我們再將此類型中的(7，1)減去長度 6 單位；(4，4)減去長寬各 3 單

位後，與(1，1)的圖形做比較 
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    可發現所有這種類型的矩形與(1，1)比較，只改變了三角形滾動 120 度

的次數，並不影響滾動 210 度的次數。而(1，1)中，三角形的滾動總共出現

8 次 210 度。 

4. 𝑀 = 3𝑘1 + 2，𝑁 = 3𝑘2 + 2，其中𝑘1, 𝑘2為正整數。 

則3(𝑀 + 𝑁) = 9(𝑘1 + 𝑘2) + 12為 3 的倍數；即正三角形繞矩形滾動的前 1.5

圈與後 1.5 圈滾動路徑完全相同。 

另外，我們再將此類型中的(2，5)減去寬度 3 單位後，與(2，2)的圖形做比

較 
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    顯示這種類型的矩形與(2，2)比較，只改變了三角形滾動 120 度的次

數，並不影響滾動 210 度的次數。而(2，2)中，三角形的滾動總共出現 8 次

210 度。 

    綜合以上的討論，我們知道所有 M+N 不為 3 的倍數之矩形，正三角形

在其周長上的滾動都只會有 8 次的 210 度轉動，其餘的轉動皆為 120 度；也

就是說，120 度的轉動次數為 4(M+N)－8，因此，滾動路徑長為 

2𝜋 × 1 ×
120

360
× [4(𝑀 + 𝑁) − 8] + 2𝜋 × 1 ×

210

360
× 8 =

8𝜋(𝑀 + 𝑁)

3
+ 4𝜋 

伍、 研究結果 

一、 當 M+N 為 3 的倍數時，正三角形只要繞矩形滾動 1 圈即可回到初始對應位置。

則
4(𝑀+𝑁)

3
為正三角形轉動次數。其中，又可將此類型細分成兩種： 



(一) 若長與寬皆為 3 的倍數，路徑長為
8𝜋(𝑀+𝑁)

9
 

(二) 若長寬皆不為 3 的倍數，路徑長為
8𝜋(𝑀+𝑁)

9
+ 𝜋 

二、 當 M+N 不為 3 的倍數時，正三角形必須繞矩形滾動 3 圈才能回到初始對應位

置。則4(𝑀 + 𝑁)為正三角形轉動次數。其滾動路徑長為
8𝜋(𝑀+𝑁)

3
+ 4𝜋 

陸、 討論 

一、 以上研究探討的是正三角形在起始位置與矩形頂點重合的端點所滾動的路徑，

若是正三角形其他頂點的滾動路徑是否也相同？ 

    在 M+N=3 的倍數類型中，我們以(M，N)= (2，1)為例來觀察： 

             

 

 

 

    B 點的轉動角度中，120 度有 2 個，210 度有 2 個，與 A 點的狀況相同；C

點的轉動角度中，120 度有 0 個，210 度有 4 個，與 A 點的狀況不同。但兩者

皆與 A 點一樣轉動 4 次，轉動半徑都為 1 單位長。 

               接著再看看 M+N 不為 3 的倍數類型中，(M，N) =(3，2)的狀況： 
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    B 點和 C 點的轉動角度中，120 度有 12 個，210 度有 8 個，轉動半徑都為

1 單位長，與 A 點的狀況均相同；且 B 點的轉動路徑與 A7A20AA6 的路

徑完全相同，C 點的轉動轉動路徑與 A14A20AA13 的路徑完全相同。 

    由以上的例子可以看出正三角形其他頂點在矩形周長上的滾動路徑有可能

產生不同變化，其規則為何有待我們日後繼續探討。 

二、 本研究是基於矩形邊長為正三角形邊長整數倍的基本設定下進行討論，若矩形

的邊長不為正三角形邊長的整數倍時，是否有一樣的結果？ 

    我們以正三角形邊長為 2 單位長，矩形長寬皆為 1 單位長為例來看： 
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    由上面的例子可以發現正三角形也是繞矩形滾動 3 圈回到初始對應位置，

但轉動半徑有 1 單位長、2 單位長和√3單位長幾種。因此，當矩形的邊長不為

正三角形邊長的整數倍時，滾動的狀況也會因此產生部分差異。 

 

柒、 結論 

一、 在矩形邊長為正三角形邊長的整數倍與起始位置為正三角形頂點與矩形頂點重

合的基本設定下，我們歸納出正三角形重合點的滾動路徑具有一般化情形，並

找出其路徑長公式。 

二、 若改變基本假設，找正三角形的其他頂點，或矩形邊長不為正三角形邊長整數

倍的情況下，我們發現滾動路徑與上述的一般化情形不再具有一致性，至於是

否也能找到一般化的規則，有待日後繼續探討。 

三、 本研究只討論正三角形在矩形邊上滾動路徑的一般化情形，未來還可繼續探討

其他多邊形在矩形邊上的滾動路徑，或滾動面積是否具有一般化規則  
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