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摘要 

在雙人對弈取石的遊戲中，給定後者最多只能 2 倍的取石的條件下，跟齊肯多夫定理有很大

的關連，本題目是希望能找出 3 倍、4 倍、5 倍….到 m 倍取石下是否有對應的費伯納西數列

並給出證明。 

壹、 研究動機 

我們有一節彈性數學課，老師每周都會利用這節課的時間帶我們玩數學桌遊、摺紙、還有發

現生活上有關數學的應用，其中一節老師給了這個題目讓我們分組對弈，這個題目出自台師

大許志農教授在其數學教育推廣網站『非想非非想』中的一道題目: 

有 N> 1顆石頭，甲、乙兩人輪流照以下規則取石頭：  

(1) 每次至少取一顆或一顆以上的石頭。  

(2) 先取的甲在第一輪時，不能將所有的石頭取完（至少留下一顆石頭）。  

(3) 每次取的石頭數目不得超過對方剛取走的石頭數目的兩倍。 

取到最後一顆石頭者獲勝。 當 N=30 時，誰會獲勝？ 

在我們分解出先手甲方會獲勝後，老師鼓勵我們找出 40 以內甲方或乙方是否有獲勝的規律

並把完整的題目給我們回去想想，是否可以找出教授所提問的將這道遊戲延伸為「每次取的

石頭數目不得超過對方剛取走的石頭數目的三倍」時，可能需要另一個數列來扮演費波納契

數列的角色，究竟是那個數列呢？ 

貳、 研究目的 

一、在後者取的石頭數不超過 2 倍的前提下，列出甲乙雙方獲勝的石頭數。 

二、觀察結果並找到規則後證明 2 倍取石的必勝條件。 

三、接著延伸找出 3 倍、4 倍、5 倍……取石的必勝條件並證明之。 

四、能否推廣找出到 m 倍取石的通式並證明之。 

參、 研究設備及器材 

紙、筆、電腦 
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肆、 研究過程或方法 

我們一開始希望將 2 倍、3 倍、4 倍、5 倍甲乙雙方獲勝的石頭數找出，觀察是否有其規

律，前後項之間是否存在某種關係並推理出一般式接下來試著利用數學歸納法來證明所發現

的數列，最後再推廣出全部的可能。 

 

2 倍數列之研究過程 

N …後手←先手 N …後手←先手 

○2  
1+1 甲不能全拿 乙勝 22 21+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 

○3  
2+1 甲不能全拿 乙勝 23 21+2 甲拿 2，乙變先手 甲勝 

4 3+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 24 21+3 甲拿 3，乙變先手 甲勝 

○5  
3+1+1 甲拿 1，甲變後手 乙勝 25 21+3+1 甲拿 1 就會取得 21 堆的最

後一顆 甲勝 

6 5+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 26 21+5 甲拿 5，乙變先手 甲勝 

7 5+2 甲拿 2，乙變先手 甲勝 27 21+5+1 甲拿 1 就會取得 21 堆的最

後一顆 甲勝 

○8  
5+3 不管甲拿 1 或 2,乙能將 3 堆最

後一顆取走 乙勝 

28 21+5+2 甲拿 2 就會取得 21 堆的最

後一顆 甲勝 

9 8+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 29 21+8 甲拿 8，乙變先手 甲勝 

10 8+2 甲拿 2，乙變先手 甲勝 30 21+8+1 甲拿 1 就會取得 21 堆的最

後一顆 甲勝 

11 8+3 甲拿 3，乙變先手 甲勝 31 21+8+2 甲拿 2 就會取得 21 堆的最

後一顆 甲勝 

12 8+3+1 甲拿 1 就會取得 8 堆的最後

一顆 甲勝 

32 21+8+3 甲拿 3 就會取得 21 堆的最

後一顆 甲勝 

○13  
8+5 不管甲拿 1 或 2 或 3,乙能將 5

堆最後一顆取走 乙勝 

33 21+8+3+1 甲拿 1 就會取得 21 堆的

最後一顆 甲勝 

觀察規律 猜想推理 歸納證明 延伸或應用
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14 13+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 
○34  

21+13 不管甲拿幾顆,乙能將 13 堆最

後一顆取走 乙勝 

15 13+2 甲拿 2，乙變先手 甲勝 35 34+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 

16 13+3 甲拿 3，乙變先手 甲勝 36 34+2 甲拿 2，乙變先手 甲勝 

17 13+3+1 甲拿 1 就會取得 13 堆的最

後一顆 甲勝 

37 34+3 甲拿 3，乙變先手 甲勝 

18 13+5 甲拿 5，乙變先手 甲勝 38 34+3+1 甲拿 1 就會取得 34 堆的最

後一顆 甲勝 

19 13+5+1 甲拿 1 就會取得 13 堆的最

後一顆 甲勝 

39 34+5 甲拿 5，乙變先手 甲勝 

20 13+5+2 甲拿 2 就會取得 13 堆的最

後一顆 甲勝 

40 34+5+1 甲拿 1 就會取得 34 堆的最

後一顆 甲勝 

○21  
13+8 不管甲拿幾顆,乙能將 8 堆最

後一顆取走 乙勝 

41 34+5+2 甲拿 2 就會取得 34 堆的最

後一顆 甲勝 

1.很明顯我們可以得知每次取出的石頭數不能超過全部的
1

3
，否則接下來一方會將剩餘石頭 

   數取完。 

2.乙方的獲勝數似乎有其規律而且跟上次獲勝數有其關連。 

3.我們將乙方獲勝的石頭數單獨列出 

項數 1 2 3 4 5 6 7 8 

石頭數 ○2  ○3  ○5  ○8  ○13  ○21  ○34  ○55  

在一開始我們找到 2 倍的規律時我們並不知道什麼是費伯納西數，後來老師將完整的題目給

我們時才知道這個數列那麼有名，因為這個題目一開始是從 2 顆開始拿，所以我們將原本的

費伯納西數的 1 定義為𝐹0，以區隔題目跟原始數列的差異。 

定義 1:  <𝐹𝑛>是 2 倍費石數列{
𝐹0 = 1, 𝐹1 = 2, 𝐹2 = 3

  𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2 , 𝑛 ≥ 3
 

4.在將題目越往後面推敲時，我們發現每一個費氏數的𝐹𝑛−2項會以 2 倍的數據卡在𝐹𝑛和𝐹𝑛−1

之間,這個發現將在後面的證明時會使用到 

性質 1.1: 𝐹𝑛−1 < 2𝐹𝑛−2 < 𝐹𝑛 , ∀ 𝑛 ≥ 3 

證明:我們先證𝐹𝑛−1 < 2𝐹𝑛−2, ∀ 𝑛 ≥ 3 
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    (i) 當 n=3 時, 2𝐹1 = 2 × 2 = 4 > 𝐹2 = 3,成立 

    (ii) 當𝑛 ≤ 𝑘,命題成立,即 2𝐹𝑘−2 > 𝐹𝑘−1,…. 

則當𝑛 = 𝑘 + 1時,  2𝐹𝑘−1 − 𝐹𝑘 = 2(𝐹𝑘−2 + 𝐹𝑘−3) − (𝐹𝑘−1 + 𝐹𝑘−2) = (2𝐹𝑘−2 − 𝐹𝑘−1) +

(2𝐹𝑘−3 − 𝐹𝑘−2) > 0 ,根據數學歸納法, 2𝐹𝑛−2 > 𝐹𝑛−1 ∀ 𝑛 ≥ 3 均成立 

再證 2𝐹𝑛−2 < 𝐹𝑛 , ∀ 𝑛 ≥ 3 

    (i) 當 n=3 時, 𝐹3 = 𝐹2 + 𝐹1 = 3 + 2 = 5 > 2𝐹1 = 2 × 2 = 4,成立 

    (ii) 當𝑛 ≤ 𝑘時,命題成立,即 𝐹𝑘 > 2𝐹𝑘−2,…. 

則當𝑛 = 𝑘 + 1時,𝐹𝑘+1 − 2𝐹𝑘−1 = (𝐹𝑘 + 𝐹𝑘−1) − 2(𝐹𝑘−2 + 𝐹𝑘−3) = (𝐹𝑘 − 2𝐹𝑘−2) +

(𝐹𝑘−1 − 2𝐹𝑘−3) > 0根據數學歸納法, 𝐹𝑛 > 2𝐹𝑛−2  , ∀ 𝑛 ≥ 3 均成立 

5.性質 1.2 是為了證明<𝐹𝑛>數列為乙方必勝條件而需要的證明 

性質 1.2  4𝐹𝑛−1 < 3𝐹𝑛 , ∀ 𝑛 ≥ 2 

    (i) 當 n=2 時, 3𝐹2 = 3 × 3 = 9 > 4𝐹1 = 4 × 1 = 4,成立 

     (ii) 當𝑛 ≤ 𝑘時,命題成立,即 3𝐹𝑘 > 4𝐹𝑘−1,… 

則當𝑛 = 𝑘 + 1時,3𝐹𝑘+1 − 4𝐹𝑘 = 3(𝐹𝑘 + 𝐹𝑘−1) − 4(𝐹𝑘−1 + 𝐹𝑘−2) = (3𝐹𝑘 − 4𝐹𝑘−1) +

(3𝐹𝑘−1 − 4𝐹𝑘−2) > 0 ,根據數學歸納法, 3𝐹𝑛 > 4𝐹𝑛−1, ∀ 𝑛 ≥ 2 均成立 

定理 1.1(齊肯多夫定理)任何正整數(N)都可以表示成若干個不連續的費伯納西數之和 

我們參考維基百科關於齊肯多夫定理的證明(參考文獻 2),我們分成兩部分證明如下: 

(1)當 N 恰為<𝐹𝑛>數列時,命題成立,如:N=1=𝐹0 , N=2=𝐹1 , N=3=𝐹2 

(2)當 N 不為<𝐹𝑛>數列時, 

(i) N=4=3+1=𝐹2 + 𝐹0 成立 

(ii)當N > 4時,我們可以找到最大𝑛1,使得𝐹𝑛1
< N < 𝐹𝑛1+1  

此時 k=N − 𝐹𝑛1
< 𝐹𝑛1+1 − 𝐹𝑛1

=𝐹𝑛1−1 因為 k< N , 所以 k 可以表示成若干個不連續的費伯納

西數之和,即 k=𝐹𝑛2
+ 𝐹𝑛3

+ 𝐹𝑛4
+. . . . . +𝐹𝑛𝑡

 (其中𝐹𝑛2
> 𝐹𝑛3

>. . . . . > 𝐹𝑛𝑡
, ∀𝑛𝑖 > 𝑛𝑗 , 𝑛𝑖−𝑛𝑗 > 1)  

又 k< 𝐹𝑛1−1 所以𝐹𝑛2
< 𝐹𝑛1−1 可知 𝑛2 < 𝑛1 − 1 得出 𝑛1 − 𝑛2 > 1 

即 N=𝐹𝑛1
+ 𝑘=𝐹𝑛1

+ 𝐹𝑛2
+ 𝐹𝑛3

+ 𝐹𝑛4
+. . . . . +𝐹𝑛𝑡

 為不連續的費伯納西數之和。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B4%E6%95%B8
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%96%90%E6%B3%A2%E9%82%A3%E5%A5%91%E6%95%B8
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%96%90%E6%B3%A2%E9%82%A3%E5%A5%91%E6%95%B8
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%96%90%E6%B3%A2%E9%82%A3%E5%A5%91%E6%95%B8
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%96%90%E6%B3%A2%E9%82%A3%E5%A5%91%E6%95%B8
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定理 1.2  若一開始的石頭數是<𝐹𝑛>數列則乙方必勝，反之則甲方必勝 

我們一樣分成兩部分說明 

(1) 一開始的石頭數為<𝐹𝑛>數列時: 

(i)當𝑛 = 1時, 𝐹1 = 2, 甲因為無法在第一次就全取完,所以乙必能取到最後一顆石頭 

 (ii)假設當𝑛 ≤ 𝑘時,命題成立,即乙能取到𝐹𝑘, ..最後一顆石頭 

   則當𝑛 = 𝑘 + 1時, 因為𝐹𝑘+1 = 𝐹𝑘 + 𝐹𝑘−1若甲第一次所取的石頭數大於或等於𝐹𝑘−1, 

根據性質 1.1,可知𝐹𝑘 < 2𝐹𝑘−1,乙一定可以將剩下的石頭取完,根據假設命題我們知道乙可以

取到𝐹𝑘−1堆中的最後一顆石頭, 有沒有可能甲在乙取完𝐹𝑘−1堆後將剩下𝐹𝑘堆取完,假設甲第一

次取
1

3
𝐹𝑘−1,則乙最多能取

2

3
𝐹𝑘−1此時𝐹𝑘−1堆恰好取完, 根據性質 1.2 可知 2 ×

2

3
𝐹𝑘−1 < 𝐹𝑘,所以

甲無法直接取完𝐹𝑘堆,原命題剩下甲先取𝐹𝑘, 所以乙也能取𝐹𝑘的最後一顆石頭,根據數學歸納

法, 乙必能取到最後一顆石頭。 

(2) 一開始的石頭數不為<𝐹𝑛>數列時: 

我們節錄許志農教授在其教學網站非想非非想的說明 

當 N 不是費波納契數時，甲可以取走適當的石頭，使得剩下的石頭數目為最靠近 N 

的費波納契數，根據(1)的策略，甲變成後玩者，會有必勝的策略。例如，當 N = 30 

時，甲只需取 9 顆石頭，就剩下 21 顆石頭，甲會贏，而 𝐹8 =21。 

我們發現根據許志農教授的方法在某些條件下並不適用,如:N = 12時,因為12 = 8 + 4,若

甲取走 4 顆雖然8為最接近的費伯納西數但顯而易見乙可以直接取走剩下的 8 顆,相同方

法在N = 20, 20 = 13 + 7,上面均可看出乙可以拿走剩下的石頭,我們試著說明自己的方法

如下: 

(i)當N =4 時,甲只要拿 1 顆接下來甲變成後手,甲獲勝。 

(ii)當N > 4時,根據定理 1.1,N 可以表示成若干個不連續的費伯納西數之和,即 N=𝐹𝑛1
+ 𝐹𝑛2

+

𝐹𝑛3
+ 𝐹𝑛4

+. . . . . +𝐹𝑛𝑡−1
+ 𝐹𝑛𝑡

(其中𝐹𝑛1
> 𝐹𝑛2

>. . . . . > 𝐹𝑛𝑡
, ∀𝑛𝑖 > 𝑛𝑗 , 𝑛𝑖−𝑛𝑗 > 1)因為𝑛𝑖−𝑛𝑗 > 1且

根據性質 1.1,𝐹𝑛 > 2𝐹𝑛−2 , ∀ 𝑛 ≥ 3所以𝐹𝑛1
> 2𝐹𝑛2

, 𝐹𝑛2
> 2𝐹𝑛3

,…所以甲只要取出最小的𝐹𝑛𝑡
即

可,而乙無法將前面𝐹𝑛𝑡−1
堆取完,以此類推,所以甲必能取走每一堆的最後一顆石頭,故甲獲勝 

有了 2 倍推理的經驗後我們接著找出教授提問的有關 3 倍的可能數列。 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%96%90%E6%B3%A2%E9%82%A3%E5%A5%91%E6%95%B8
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3 倍數列之研究過程 

N …後手←先手 N …後手←先手 

○2  
1+1  甲不能全拿，乙勝 

○21  
15+6 不管甲拿多少，乙能將 6 堆最

後一顆取走 乙勝 

○3  
2+1  甲不能全拿，乙勝 22 21+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 

○4  
3+1  甲不能全拿，乙勝 23 21+2 甲拿 2，乙變先手，甲勝 

5 4+1  甲拿 1，乙變先手，甲勝 24 21+3 甲拿 3，乙變先手，甲勝 

○6  
4+2  甲拿 1，甲變後手，乙勝 25 21+3+1 甲拿 4，乙變先手，甲勝 

7 6+1  甲拿 1，乙變先手，甲勝 26 21+5 甲拿 5，乙變先手，甲勝 

○8  
6+2  甲拿 1，甲變後手，乙勝 27 21+6 甲拿 6，乙變先手，甲勝 

9 8+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 28 21+6+1 甲拿 1，就可以拿到 21 堆的

最後一顆，甲勝 

10 8+2 甲拿 2，乙變先手，甲勝 
○29  

21+8 不管甲拿多少，乙能將 8 堆最

後一顆取走 乙勝 

○11  
8+3 不管甲拿 1 或 2，乙能將 3 堆最

後一顆取走 乙勝 

30 29+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 

12 11+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 31 29+2 甲拿 2，乙變先手，甲勝 

13 11+2 甲拿 2，乙變先手，甲勝 32 29+3 甲拿 3，乙變先手，甲勝 

14 11+3 甲拿 3，乙變先手，甲勝 33 29+4 甲拿 4，乙變先手，甲勝 

○15  
11+3+1 不管甲拿 1 或 2 或 3，乙能將

4 堆最後一顆取走 乙勝 

34 29+5 甲拿 5，乙變先手，甲勝 

16 15+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 35 29+6 甲拿 6，乙變先手，甲勝 

17 15+2 甲拿 2，乙變先手，甲勝 36 29+7 甲拿 7，乙變先手，甲勝 

18 15+3 甲拿 3，乙變先手，甲勝 37 29+8 甲拿 8，乙變先手，甲勝 

19 

 

15+4 甲拿 4，乙變先手，甲勝 38 29+8+1 甲拿 1，就可以拿到 29 堆的

最後一顆，甲勝 

20 15+4+1 甲拿 1，就可以拿到 15 堆的

最後一顆，甲勝 

39 29+8+2 甲拿 2，就可以拿到 21 堆的

最後一顆，甲勝 
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1.一樣我們得知在 3 倍取石題目中每次取出的石頭數不能超過全部的
1

4
，否則接下來一方會

將剩餘石頭數取完 

2.我們一開始誤將○20 視為乙方必勝石頭，導致前 8 項的結果讓我們歸納出錯誤的規則，接

連影響到找 4 倍的進度 

項數 1 2 3 4 5 6 7 8 

石頭數 ○2  ○3  ○4  ○6  ○8  ○11  ○15  ○20  

錯誤的規律是 𝐺𝑛 = 𝐺𝑛−1 + 𝑮𝒏−𝟓 + 𝟏, 𝑛 ≥ 5，後來重新找到○21 才是乙方獲勝石頭數而不是

○20 時，我們整個豁然開朗，這個規律不僅比原先單純而且讓我們對 4 倍以後的規則似乎更

有信心，我們列出前面 10 項如下 

項數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

石頭數 ○2  ○3  ○4  ○6  ○8  ○11  ○15  ○21  ○29  ○40  

並給出 3 倍的定義 

定義 2:  <𝐺𝑛>是 3 倍費石數列{
𝐺0 = 1, 𝐺1 = 2, 𝐺2 = 3, 𝐺3 = 4, 𝐺4 = 6, 𝐺5 = 8

  𝐺𝑛 = 𝐺𝑛−1 + 𝐺𝑛−4 , 𝑛 ≥ 5
 

3.跟 2 倍數列相同我們發現每一個<𝐺𝑛>數列的𝐺𝑛−4項會以 3 倍的數據卡在𝐺𝑛和𝐺𝑛−1之間 

性質 2.1: 𝐺𝑛−1 ≤ 3𝐺𝑛−4 < 𝐺𝑛 , ∀ 𝑛 ≥ 5 

證明:我們先證𝐺𝑛−1 ≤ 3𝐺𝑛−4 ∀ 𝑛 ≥ 5 

(i)當 n=5 時, 3𝐺1 = 3 × 2 = 6 ≥ 𝐺4 = 6,成立 

(ii)當𝑛 ≤ 𝑘時,命題成立,即 3𝐺𝑘−4 ≥ 𝐺𝑘−1,… 

則當𝑛 = 𝑘 + 1時,3𝐺𝑘−3 − 𝐺𝑘 = 3(𝐺𝑘−4 + 𝐺𝑘−7) − (𝐺𝑘−1 + 𝐺𝑘−4) 

                       = (3𝐺𝑘−4 − 𝐺𝑘−1) + (3𝐺𝑘−7 − 𝐺𝑘−4) ≥ 0 

根據數學歸納法, 3𝐺𝑛−4 ≥ 𝐺𝑛−1 ∀ 𝑛 ≥ 5 均成立 

再證3𝐺𝑛−4 < 𝐺𝑛 , ∀ 𝑛 ≥ 5    
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    (i) 當 n=5 時, 𝐺5 = 8 > 3𝐺1 = 3 × 2 = 6,成立 

(ii) 當𝑛 ≤ 𝑘時,命題成立,即 𝐺𝑘 > 3𝐺𝑘−4 

則當𝑛 = 𝑘 + 1時,𝐺𝑘+1 − 3𝐺𝑘−3 = (𝐺𝑘 + 𝐺𝑘−3) − 3(𝐺𝑘−4 + 𝐺𝑘−7) 

                        = (𝐺𝑘 − 3𝐺𝑘−4) + (𝐺𝑘−3 − 3𝐺𝑘−7) > 0 

根據數學歸納法, 𝐺𝑛 > 3𝐺𝑛−4 ∀ 𝑛 ≥ 5 均成立 

性質 2.2  9𝐺𝑛−3 < 4𝐺𝑛 , ∀ 𝑛 ≥ 4 

(i) 當 n=4 時, 4𝐺4 = 4 × 4 = 16 > 9𝐺1 = 9 × 1 = 9,成立 

(ii) 當𝑛 ≤ 𝑘時,命題成立,即 4𝐺𝑘 > 9𝐺𝑘−3 

則當𝑛 = 𝑘 + 1時,4𝐺𝑘+1 − 9𝐺𝑘−2 = 4(𝐺𝑘 + 𝐺𝑘−3) − 9(𝐺𝑘−3 + 𝐺𝑘−6) 

                          = (4𝐺𝑘 − 9𝐺𝑘−3) + (4𝐺𝑘−3 − 9𝐺𝑘−6) > 0 

根據數學歸納法,  9𝐺𝑛−3 < 4𝐺𝑛 , ∀ 𝑛 ≥ 4 均成立 

 

定理 2.1 任何正整數(N)都可以表示成若干個不連續(間隔數≥ 3)的<𝐺𝑛>數列之和 

我們分成兩部分證明如下: 

(1)當 N 為<𝐺𝑛>數列時,命題成立,如:N=1=𝐺0 , N=2=𝐺1 , N=3=𝐺2 

(2)當 N 不為<𝐺𝑛>數列時,  

(i)當 N=5=4+1=𝐺3 + 𝐺0 ,成立 

(ii)當N > 5時,我們可以找到最大𝑛1,使得𝐺𝑛1
< N < 𝐺𝑛1+1  

此時 k=N − 𝐺𝑛1
< 𝐺𝑛1+1 − 𝐺𝑛1

=𝐺𝑛1−3       

因為 k< N , 所以 k 可以表示成若干個不連續的<𝐺𝑛>數列之和, 

即 k=𝐺𝑛2
+ 𝐺𝑛3

+ 𝐺𝑛4
+. . . . . +𝐺𝑛𝑡

 (其中𝐺𝑛2
> 𝐺𝑛3

> 𝐺𝑛4
>. . . . . > 𝐺𝑛𝑡

, ∀𝑛𝑖 > 𝑛𝑗 , 𝑛𝑖−𝑛𝑗 > 3)  

又 k< 𝐺𝑛1−3 所以𝐺𝑛2
< 𝐺𝑛1−3 可知 𝑛2 < 𝑛1 − 3 得出 𝑛1 − 𝑛2 > 3 

即 N=𝐺𝑛1
+ 𝑘=𝐺𝑛1

+ 𝐺𝑛2
+ 𝐺𝑛3

+ 𝐺𝑛4
+. . . . . +𝐺𝑛𝑡

 為不連續的<𝐺𝑛>數列之和。 

 

 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B4%E6%95%B8
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定理 2.2 若一開始的石頭數是<𝐺𝑛>數列時則乙方必勝，反之則甲方必勝 

我們一樣分成兩部分說明 

(1)一開始的石頭數為<𝐺𝑛>數列時: 

(i)當𝑛 = 1時, 𝐺1 = 2, 甲因為無法在第一次就全取完,所以乙必能取到最後一顆石頭。 

 (ii)假設當𝑛 ≤ 𝑘時,命題成立,即乙能取到𝐺𝑘, ..最後一顆石頭 

   則當𝑛 = 𝑘 + 1時, 因為𝐺𝑘+1 = 𝐺𝑘 + 𝐺𝑘−3若甲第一次所取的石頭數大於或等於𝐺𝑘−3, 

根據性質 2.1,可知𝐺𝑘 ≤ 3𝐺𝑘−3,乙一定可以將剩下的石頭取完,根據假設命題我們知道乙可以

取到𝐺𝑘−3堆中的最後一顆石頭, 有沒有可能甲在乙取完𝐺𝑘−3堆後將剩下𝐺𝑘堆取完,假設甲第一

次取
1

4
𝐺𝑘−3,則乙最多能取

3

4
𝐺𝑘−3此時𝐺𝑘−3堆恰好取完, 根據性質 2.2 可知 3 ×

3

4
𝐺𝑘−3 < 𝐺𝑘,所

以甲無法直接取完𝐺𝑘堆,原命題剩下甲先取𝐺𝑘,所以乙也能取𝐺𝑘的最後一顆石頭,根據數學歸納

法, 乙必能取到最後一顆石頭。 

(2)一開始的石頭數不為<𝐺𝑛>數列時: 

(i)當N =5 時,甲只要拿 1 顆接下來甲變成後手,甲獲勝。 

(ii)當N > 5時,根據定理 2.1,正整數 N 可以表示成若干個不連續的<𝐺𝑛>數列之和,即 N=𝐺𝑛1
+

𝐺𝑛2
+ 𝐺𝑛3

+ 𝐺𝑛4
+. . . . . +𝐺𝑛𝑡−1

+ 𝐺𝑛𝑡
(其中𝐺𝑛1

> 𝐺𝑛2
>. . . . . > 𝐺𝑛𝑡

, ∀𝑛𝑖 > 𝑛𝑗 , 𝑛𝑖−𝑛𝑗 > 3)因為

𝑛𝑖−𝑛𝑗 > 3且根據性質 2.1,𝐺𝑛 > 3𝐺𝑛−4, ∀ 𝑛 ≥ 5所以𝐺𝑛1
> 3𝐺𝑛2

, 𝐺𝑛2
> 3𝐺𝑛3

,…所以甲只要取出

最小的𝐺𝑛𝑡
即可,而乙無法將前面𝐺𝑛𝑡−1

堆取完,以此類推,所以甲必能取走每一堆的最後一顆石

頭,故甲獲勝。 

 

接下來我們將 4 倍的數列找出看看跟 2 倍 3 倍有無關聯性 
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4 倍數列之研究過程 

 

N …後手←先手 N …後手←先手 

1 1 甲直接拿 甲勝 21 19+2 甲拿 2 乙變先手 甲勝 

○2  
1+1 甲不能全拿 乙勝 22 19+3 甲拿 3 乙變先手 甲勝 

○3  
2+1 甲不能全拿 乙勝 23 19+4 甲拿 4 乙變先手 甲勝 

○4  
3+1 甲不能全拿 乙勝 

○24  
19+5 不管甲拿幾顆 乙能將 5 堆最後

一顆取走 乙勝 

○5  
4+1 甲不能全拿 乙勝 25 24+1 甲拿 1 乙變先手 甲勝 

6 5+1 甲拿 1 乙變先手 甲勝 26 24+2 甲拿 2 乙變先手 甲勝 

○7  
5+2 甲拿 1 甲變後手 乙勝 27 24+3 甲拿 3 乙變先手 甲勝 

8 7+1 甲拿 1 乙變先手 甲勝 28 24+4 甲拿 4 乙變先手 甲勝 

○9  
7+2 不管甲拿 1，乙能將 2 堆最後一

顆取走 乙勝 

29 24+5 甲拿 5 乙變先手 甲勝 

10 9+1 甲拿 1 乙變先手 甲勝 30 24+5+1 甲拿 1 就會取得 24 堆的最後

一顆 甲勝 

11 9+2 甲拿 2 乙變先手 甲勝 
○31  

24+7 不管甲拿幾顆 乙能將 7 堆最後

一顆取走 乙勝 

○12  
9+3 不管甲拿 1 或 2，乙能將 3 堆最

後一顆取走 乙勝 

32 31+1 甲拿 1 乙變先手 甲勝 

13 12+1 甲拿 1 乙變先手 甲勝 33 31+2 甲拿 2 乙變先手 甲勝 

14 12+2 甲拿 2 乙變先手 甲勝 34 31+3 甲拿 3 乙變先手 甲勝 

○15  
12+3 不管甲拿 1 或 2，乙能將 3 堆最

後一顆取走 乙勝 

35 31+4 甲拿 4 乙變先手 甲勝 

16 15+1 甲拿 1 乙變先手 甲勝 36 31+5 甲拿 5 乙變先手 甲勝 

17 15+2 甲拿 2 乙變先手 甲勝 37 31+5+1 甲拿 1 就會取得 31 堆的最後

一顆 甲勝 

18 15+3 甲拿 3 乙變先手 甲勝 38 31+7 甲拿 7 乙變先手 甲勝 

○19  
15+4 不管甲拿 1 或 2 或 3 乙能將 3

堆最後一顆取走 乙勝 

39 31+7+1 甲拿 1 就會取得 31 

堆的最後一顆 甲勝 

 

我們列出乙獲勝前面 11 項如下: 
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項數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

石頭數 ○2  ○3  ○4  ○5  ○7  ○9  ○12  ○15  ○19  ○24  ○31  

我們發現跟 2 倍 3 倍有著相同的規律,我們定義如下: 

定義 3:     <𝐻𝑛>是 4 倍費石數列

            {
𝐻0 = 1, 𝐻1 = 2, 𝐻2 = 3, 𝐻3 = 4, 𝐻4 = 5, 𝐻5 = 7, 𝐻6 = 9, 𝐻7 = 12,

  𝐻𝑛 = 𝐻𝑛−1 + 𝐻𝑛−6 , 𝑛 ≥ 8
 

一樣發現有相同的不等式 

性質 3.1: 𝐻𝑛−1 ≤ 4𝐻𝑛−6 < 𝐻𝑛 , ∀ 𝑛 ≥ 8 

證明:我們先證𝐻𝑛−1 ≤ 4𝐻𝑛−6 , ∀ 𝑛 ≥ 8 

(i)當 n=8 時, 4𝐻2 = 4 × 3 = 12 ≥ 𝐻7 = 12,成立 

(ii)假設當𝑛 ≤ 𝑘時,命題成立,即 4𝐻𝑘−6 ≥ 𝐻𝑘−1,… 

   則當𝑛 = 𝑘 + 1時,4𝐻𝑘−5 − 𝐻𝑘 = 4(𝐻𝑘−6 + 𝐻𝑘−11) − (𝐻𝑘−1 + 𝐻𝑘−6) 

                       = (4𝐻𝑘−6 − 𝐻𝑘−1) + (4𝐻𝑘−11 − 𝐻𝑘−6) ≥ 0 

根據數學歸納法, 4𝐻𝑛−6 ≥ 𝐻𝑛−1 ∀ 𝑛 ≥ 8 均成立 

 

再證4𝐻𝑛−6 < 𝐻𝑛 , ∀ 𝑛 ≥ 8    

    (i) 當 n=8 時, 𝐻8 = 15 > 4𝐻2 = 4 × 3 = 12,成立 

(ii)假設當𝑛 ≤ 𝑘時,命題成立,即 𝐻𝑘 > 4𝐻𝑘−6 

則當𝑛 = 𝑘 + 1時,𝐻𝑘+1 − 4𝐻𝑘−5 = (𝐻𝑘 + 𝐻𝑘−5) − 4(𝐻𝑘−6 + 𝐻𝑘−11) 

                        = (𝐻𝑘 − 4𝐻𝑘−6) + (𝐻𝑘−5 − 4𝐻𝑘−11) > 0 

根據數學歸納法, 𝐻𝑛 > 4𝐻𝑛−6 ∀ 𝑛 ≥ 8 均成立 

性質 3.2  16𝐻𝑛−5 < 5𝐻𝑛 , ∀ 𝑛 ≥ 6 

(i) 當 n=6 時, 5𝐻6 = 5 × 9 = 45 > 16𝐻1 = 16 × 1 = 16,成立 

(ii) 當𝑛 ≤ 𝑘時,命題成立,即 5𝐻𝑘 > 16𝐻𝑘−5 

則當𝑛 = 𝑘 + 1時,5𝐻𝑘+1 − 16𝐻𝑘−4 = 5(𝐻𝑘 + 𝐻𝑘−5) − 16(𝐻𝑘−5 + 𝐻𝑘−10) 
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                          = (5𝐻𝑘 − 16𝐻𝑘−5) + (5𝐻𝑘−5 − 16𝐻𝑘−10) > 0 

根據數學歸納法,  16𝐻𝑛−5 < 5𝐻𝑛 , ∀ 𝑛 ≥ 6 均成立 

定理 3.1 任何正整數(N)都可以表示成若干個不連續(間隔數≥ 4)的<𝐻𝑛>數列之和 

我們分成兩部分證明如下: 

(1)當 N 為<𝐻𝑛>數列時,命題成立,如:N=1=𝐻0 , N=2=𝐻1 , N=3=𝐻2 

(2)當 N 不為<𝐻𝑛>數列時,  

(i)當 N=6=5+1=𝐻4 + 𝐻0 成立 

(ii)當N > 6時,我們可以找到最大𝑛1,使得𝐻𝑛1
< N < 𝐻𝑛1+1  

此時 k=N − 𝐻𝑛1
< 𝐻𝑛1+1 − 𝐻𝑛1

=𝐻𝑛1−5       

因為 k< N , 所以 k 可以表示成若干個不連續的<𝐻𝑛>數列之和, 

即 k=𝐻𝑛2
+ 𝐻𝑛3

+ 𝐻𝑛4
+. . . . . +𝐻𝑛𝑡

 (其中𝐻𝑛2
> 𝐻𝑛3

> 𝐻𝑛4
>. . . . . > 𝐻𝑛𝑡

, ∀𝑛𝑖 > 𝑛𝑗 , 𝑛𝑖−𝑛𝑗 > 5)  

又 k< 𝐻𝑛1−5 所以𝐻𝑛2
< 𝐻𝑛1−5 可知 𝑛2 < 𝑛1 − 5 得出 𝑛1 − 𝑛2 > 5 

即 N=𝐻𝑛1
+ 𝑘=𝐻𝑛1

+ 𝐻𝑛2
+ 𝐻𝑛3

+ 𝐻𝑛4
+. . . . . +𝐻𝑛𝑡

 為不連續的<𝐻𝑛>數列之和。 

 

定理 3.2 若一開始的石頭數是<𝐻𝑛>數列時則乙方必勝，反之則甲方必勝 

我們一樣分成兩部分說明 

(1)一開始的石頭數為<𝐻𝑛>數列時: 

(i)當𝑛 = 1時, 𝐻1 = 2, 甲因為無法在第一次就全取完,所以乙必能取到最後一顆石頭。 

 (ii)假設當𝑛 ≤ 𝑘時,命題成立,即乙能取到𝐻𝑘, ..最後一顆石頭。 

   則當𝑛 = 𝑘 + 1時, 因為𝐻𝑘+1 = 𝐻𝑘 + 𝐻𝑘−5若甲第一次所取的石頭數大於或等於𝐻𝑘−5, 

根據性質 3.1,可知𝐻𝑘 ≤ 4𝐻𝑘−5,乙一定可以將剩下的石頭取完,根據假設命題我們知道乙可以

取到𝐻𝑘−5堆中的最後一顆石頭, 有沒有可能甲在乙取完𝐻𝑘−5堆後將剩下𝐻𝑘堆取完,假設甲第

一次取
1

5
𝐻𝑘−5,則乙最多能取

4

5
𝐻𝑘−5此時𝐻𝑘−5堆恰好取完, 根據性質 3.2 可知 4×

4

5
𝐻𝑘−5 < 𝐻𝑘,

所以甲無法直接取完𝐻𝑘堆,原命題只剩甲先取𝐻𝑘, 根據數學歸納法, 乙必能取到最後一顆石

頭。 

(2)一開始的石頭數不為<𝐻𝑛>數列時: 

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B4%E6%95%B8
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(i)當N = 6時,甲只要拿 1 顆接下來甲變成後手,甲獲勝。 

(ii)當N > 6時,根據定理 3.1,N 可以表示成若干個不連續的<𝐻𝑛>數列之和,即 N=𝐻𝑛1
+ 𝐻𝑛2

+

𝐻𝑛3
+ 𝐻𝑛4

+. . . . . +𝐻𝑛𝑡−1
+ 𝐻𝑛𝑡

(其中𝐻𝑛1
> 𝐻𝑛2

>. . . . . > 𝐻𝑛𝑡
, ∀𝑛𝑖 > 𝑛𝑗 , 𝑛𝑖−𝑛𝑗 > 5)因為𝑛𝑖−𝑛𝑗 >

5且根據性質 3.1,𝐻𝑛 > 4𝐻𝑛−6所以𝐻𝑛1
> 4𝐺𝑛2

, 𝐻𝑛2
> 4𝐻𝑛3

,…所以甲只要取出最小的𝐻𝑛𝑡
即可,

而乙無法將前面𝐻𝑛𝑡−1
堆取完,以此類推,所以甲必能取走每一堆的最後一顆石頭,故甲獲勝。 

 

我們以相同方式將 5 倍、6 倍的研究過程列出 

 

5 倍數列之研究過程 

 

N …後手←先手 N …後手←先手 

○2  
1+1 甲無法全拿，乙勝 26 22+4 甲拿 4，乙變先手，甲勝 

○3  
2+1 甲無法全拿，乙勝 

○27  
22+5 不管甲拿多少，乙能將 5 堆最後

一顆取走 乙勝 

○4  
3+1 甲無法全拿，乙勝 28 27+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 

○5  
4+1 甲無法全拿，乙勝 29 27+2 甲拿 2，乙變先手，甲勝 

○6  
5+1 甲無法全拿，乙勝 30 27+3 甲拿 3，乙變先手，甲勝 

7 6+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 31 27+4 甲拿 4，乙變先手，甲勝 

○8  
6+2 甲拿 1，甲變後手，乙勝 32 27+5 甲拿 5，乙變先手，甲勝 

9 8+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 
○33  

27+6 不管甲拿多少，乙能將 6 堆最後

一顆取走 乙勝 

○10  
8+2 不管甲拿 1，乙能將 2 堆最後

一顆取走 乙勝 

34 33+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 

11 10+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 35 33+2 甲拿 2，乙變先手，甲勝 

○12  
10+2 不管甲拿 1，乙能將 2 堆最後

一顆取走 乙勝 

36 33+3 甲拿 3，乙變先手，甲勝 

13 12+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 37 33+4 甲拿 4，乙變先手，甲勝 

14 12+2 甲拿 2，乙變先手，甲勝 38 33+5 甲拿 5，乙變先手，甲勝 
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若甲拿 1，則乙勝 

○15  
12+3 不管甲拿 1 或 2，乙能將 3 堆

最後一顆取走 乙勝 

39 33+6 甲拿 6，乙變先手，甲勝 

16 15+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 40 33+6+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 

17 15+2 甲拿 2，乙變先手，甲勝 
○41  

33+8 不管甲拿多少，乙能將 8 堆最後

一顆取走 乙勝 

○18  
15+3 不管甲拿 1 或 2，乙能將 3 堆

最後一顆取走 乙勝 

42 41+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 

19 18+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 43 41+2 甲拿 2，乙變先手，甲勝 

20 18+2 甲拿 2，乙變先手，甲勝 44 41+3 甲拿 3，乙變先手，甲勝 

21 18+3 甲拿 3，乙變先手，甲勝 45 41+4 甲拿 4，乙變先手，甲勝 

○22  
18+4 不管甲拿 1 或 2 或 3，乙能將

4 堆最後一顆取走 乙勝 

46 41+5 甲拿 5，乙變先手，甲勝 

23 22+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 47 41+6 甲拿 6，乙變先手，甲勝 

24 22+2 甲拿 2，乙變先手，甲勝 48 41+6+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 

25 22+3 甲拿 3，乙變先手，甲勝 49 41+8 甲拿 1，乙變先手，甲勝 

  50 41+8+1 甲拿 1，乙變先手，甲勝 

我們列出乙獲勝前面 13 項如下: 

項數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

石頭數 ○2  ○3  ○4  ○5  ○6  ○8  ○10  ○12  ○18  ○22  ○27  ○33  ○41  

 

定義 4:     <𝐼𝑛>是 5 倍費石數列 

𝐼0 = 1, 𝐼1 = 2, 𝐼2 = 3, 𝐼3 = 4, 𝐼4 = 5, 𝐼5 = 6, 𝐼6 = 8, 𝐼7 = 10, 𝐼8 = 12, 𝐼9 = 15 

𝐼𝑛 = 𝐼𝑛−1 + 𝐼𝑛−8 , 𝑛 ≥ 10 

 

6 倍數列之研究過程 

 

N …後手←先手 N …後手←先手 

1 1 甲直接拿 甲勝 24 23+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 

○2  
1+1 甲無法全拿 乙勝 25 23+2 甲拿 2，乙變先手 甲勝 

○3  
2+1 甲無法全拿 乙勝 26 23+3 甲拿 3，乙變先手 甲勝 
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○4  
3+1 甲無法全拿 乙勝 

○27  
23+4 不管甲拿 1 或 2 或 3，乙能將 4 堆

最後一顆取走 乙勝 

○5  
4+1 甲無法全拿 乙勝 28 27+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 

○6  
5+1 甲無法全拿 乙勝 29 27+2 甲拿 1，乙變先手 甲勝 

○7  
6+1 甲無法全拿 乙勝 30 27+3 甲拿 1，乙變先手 甲勝 

8 7+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 31 27+4 甲拿 4，乙變先手 甲勝 

○9  
7+2 甲拿 1，甲變後手 乙勝 

○32  
27+5 不管甲拿多少，乙能將 5 堆最後

一顆取走 乙勝 

10 9+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 33 32+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 

○11  
9+2 不管甲拿 1，乙能將 2 堆最後

一顆取走 乙勝 

34 32+2 甲拿 2，乙變先手 甲勝 

12 11+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 35 32+3 甲拿 3，乙變先手 甲勝 

○13  
11+2 不管甲拿 1，乙能將 2 堆最後

一顆取走 乙勝 

36 32+4 甲拿 4，乙變先手 甲勝 

14 13+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 37 32+5 甲拿 5，乙變先手 甲勝 

15 13+2 甲拿 2，乙變先手 甲勝 
○38  

32+6 不管甲拿多少，乙能將 6 堆最後

一顆取走 乙勝 

○16  
13+3 不管甲拿 1 或 2，乙能將 3 堆

最後一顆取走 乙勝 

39 38+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 

17 16+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 40 38+2 甲拿 2，乙變先手 甲勝 

18 16+2 甲拿 2，乙變先手 甲勝 41 38+3 甲拿 3，乙變先手 甲勝 

○19  
16+3 不管甲拿 1 或 2，乙能將 3 堆

最後一顆取走 乙勝 

42 38+4 甲拿 4，乙變先手 甲勝 

20 19+1 甲拿 1，乙變先手 甲勝 43 38+5 甲拿 5，乙變先手 甲勝 

21 19+2 甲拿 2，乙變先手 甲勝 44 38+6 甲拿 6，乙變先手 甲勝 

22 19+3 甲拿 3，乙變先手 甲勝 
○45  

38+7 不管甲拿多少，乙能將 7 堆最後

一顆取走 乙勝 

○23  
19+4 不管甲拿 1 或 2，乙能將 4 堆

最後一顆取走 乙勝 

  

我們列出乙獲勝前面 16 項如下: 

項數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

石頭數 ○2  ○3  ○4  ○5  ○6  ○7  ○9  ○11  ○13  ○16  ○19  ○23  ○27  ○32  ○38  ○45  
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定義 5:     <𝐽𝑛>是 6 倍費石數列 

𝐽0 = 1, 𝐽1 = 2, 𝐽2 = 3, 𝐽3 = 4, 𝐽4 = 5, 𝐽5 = 6, 𝐽6 = 7, 𝐽7 = 9, 𝐽8 = 11, 𝐽9 = 13, 𝐽10 = 16, 

𝐽11 = 19, 𝐽12 = 23      𝐽𝑛 = 𝐽𝑛−1 + 𝐽𝑛−10 , 𝑛 ≥ 13 

 

伍、 研究結果與討論 

一、兩人取石頭遊戲可說是齊肯多夫定理的廣義延伸，不同的倍數限制均有其所對應的數列  

   來完成齊肯多夫表述。 

二、我們列出乙獲勝的數列 

項數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

2 倍 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 

3 倍 2 3 4 6 8 11 15 21 29 40 55 76 105 

4 倍 2 3 4 5 7 9 12 15 19 24 31 40 52 

5 倍 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 33 

6 倍 2 3 4 5 6 7 9 11 13 16 19 23 27 

三、我們將 2 倍到 6 倍時的乙方可獲勝的數列列出並給予定義 

倍數 乙方可獲勝的數列 

2 倍 𝐹0 = 1, 𝐹1 = 2, 𝐹2 = 3     𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2 , 𝑛 ≥ 3 

3 倍 𝐺0 = 1, 𝐺1 = 2, 𝐺2 = 3, 𝐺3 = 4, 𝐺4 = 6, 𝐺5 = 8   𝐺𝑛 = 𝐺𝑛−1 + 𝐺𝑛−4 , 𝑛 ≥ 5 

4 倍 𝐻0 = 1, 𝐻1 = 2, 𝐻2 = 3, 𝐻3 = 4, 𝐻4 = 5  𝐻5 = 7, 𝐻6 = 9, 𝐻7 = 12     

𝐻𝑛 = 𝐻𝑛−1 + 𝐻𝑛−6 , 𝑛 ≥ 8 

5 倍 𝐼0 = 1, 𝐼1 = 2, 𝐼2 = 3, 𝐼3 = 4, 𝐼4 = 5, 𝐼5 = 6, 𝐼6 = 8, 𝐼7 = 10, 𝐼8 = 12, 𝐼9 = 15 

𝐼𝑛 = 𝐼𝑛−1 + 𝐼𝑛−8 , 𝑛 ≥ 10 

6 倍 𝐽0 = 1, 𝐽1 = 2, 𝐽2 = 3, 𝐽3 = 4, 𝐽4 = 5, 𝐽5 = 6, 𝐽6 = 7, 𝐽7 = 9, 𝐽8 = 11, 𝐽9 = 13, 𝐽10 = 16, 

𝐽11 = 19, 𝐽12 = 23      𝐽𝑛 = 𝐽𝑛−1 + 𝐽𝑛−10 , 𝑛 ≥ 13 
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四、我們從上面的結果推測 m 倍取石，乙方的必勝數列可能是 

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2(𝑚−1)  

而且滿足下方的不等式 

𝑎𝑛−1 ≤ 𝑚 × 𝑎𝑛−2(𝑚−1) < 𝑎𝑛  

我們必須再多找出 7 倍、8 倍..看看是否符合這個通式，此外若真符合這個通式，接下來仍

須找出每一個符合通式起始的第 n 項是從哪一個數開始﹖而我們可以輕易得知 m 倍取石乙

方獲勝的前 m 項是𝑎0 = 1, 𝑎1 = 2, 𝑎2 = 3, … … . 𝑎𝑚 = 𝑚 + 1，但從𝑎𝑚+1~𝑎𝑛−1項之間是否有

其快速找出的方法將是我們往後努力的方向。 

五、而甲方的必勝策略是透過我們找出的<𝑎𝑛>數列，將正整數表示成若干個不連續<𝑎𝑛>數 

列之和，利用每次取走最小的𝑎𝑡就可以取走每一堆的最後一顆石頭。 
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