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摘要 

    本次研究是做芳賀第三定理的延伸，以       ：        a：b (a、b 均為正整數)，

改變 C’點在      上的位置，求出各線段長度和區塊面積的一般式，更進一步求出

其分子和分母的遞迴式。研究過程中還求出使      長度的數值為一個有理數的條

件，並由三個直角三角形之邊長，求出畢氏三元數的生成公式。 

 

壹、研究動機 

    我們參考第 53 屆全國科展〈芳賀第二定理的延伸及其形成線段數值的數           

字變化方式〉，覺得很有興趣，並想說可不可以做芳賀第三定理的延伸。於是我

們開始著手研究，也得出了一些成果。 

    芳賀第三定理即是在正方形 ABCD 中作摺痕      ，使         通過      的中點 E，並

同時使 C’點落在      上，則得到      ：        =3：1。不過在我們的延伸研究中，因為

要改變 C’點的位置，因此研究過程中的 E 點並不一定是      的中點。 

    

貳、研究目的 

                                                                                             

一、以       ：        a：b (a、b 均為正整數)，改變 C’點在      上的位置，求出各線 

  段長度的一般式。 

二、求出 a 和 b 在何種條件下，使      長度的數值為一個有理數。                                                                                           

三、由△AC E、△BC F、△D'EG 三個直角三角形之邊長，求出畢氏三元數的 

    生成公式。     
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四、以       ：        a：b (a、b 均為正整數)，改變 C’點在      上的位置，求出各區 

塊面積的一般式。 

五、由研究目的一所得到的各線段長度一般式，求出其分子和分母的遞迴式。 

六、由研究目的四所得到的各區塊面積一般式，求出其分子和分母的遞迴式。 

 

參、研究設備及器材 

    電腦(GeoGebra 幾何繪圖軟體)、正方形色紙、筆。 

 

肆、研究過程或方法 

為了方便計算和表示，我們在所有的研究過程中，將正方形邊長假設為 1。 

 

一、以       ：        a：b (a、b 均為正整數)，改變 C’點在      上的位置，求出各線 

段長度的一般式。  

 

  ∵正方形邊長假設為 1，∴         
 

   
，        

 

   
。 

∵△BC F 為直角三角形、              、       1       ，利用畢氏定理得

                   
 

   
   (1         ，解之，得               

         

       
，

       1        
       

       
。 

利用△AC E∼△BFC （AA），得      ：                 ：       ，將          
 

   
、         

 

   
、
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代入，解之，得       

  

    
。 

利用△AC E∼△BFC （AA），得       :               :        ，將        
         

       
、

       
  

    
、         

 

   
代入，得        

         

           
，                     

         

           
 

  

           
。 

利用     ∼         ，得                                 ，∴         ：
 

   
      

  

           
：

  

    
，最後得                

   

            
 

  

    
 

  

       
， 

       1                  
  

    
 

  

       
 

            

             
。 

作      ⊥      於 ，                                   
         

       
 

  

       
 
       

       
 

     

      
，因此得                                       ，      =                 

   
     

      
     

          

   
。此處我們可以發現，有別於其他線段，只有

它是一個無理數，於是，我們就想求出 a 和 b 在何種條件下，會使      長度

的數值為一個有理數。 

 

二、求出 a 和 b 在何種條件下，使      長度的數值為一個有理數。 

要使       
          

   
為一個有理數，必須使         為一個完全平    

方數。於是，我們代入畢氏三元數的生成公式，得到： 

  (一)當 b 2n 1，  (2   2n)  (2n 1) 2   1(n 為正整數)的條件下， 

                                                    

                ，因此，       
          

   
 
        

      
 為一個有理數。 

   (二)當 b 2n，  (    )  2n       1(n≧3，n 為正整數)的條件下， 

                                            ，因此，  

            
          

   
 
    

    
 為一個有理數。 

 

三、由△AC E、△BC F、△D'EG 三個直角三角形之邊長，求出畢氏三元數的 
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    生成公式。 

    在正方形 ABCD 中，可以發現有三個直角三角形△AC E、△BC F、△D'EG。 

利用目的一所得到的線段長度一般式可分別計算出這些直角三角形的邊長

比例關係： 

  (一)△AC E 的三邊長比為       ：      ：        
 

   
 ：

  

    
： 

         

           
，同乘 

                      ，得       ：      ：                ：  (   )：           。 

  (二)△BC F 的三邊長比為      ：        ：          
       

       
：

 

   
：  

         

       
，同乘 

            ，得      ：        ：                 ：  (   )：         。 

  (三)△D'EG 的三邊長比為        ：        ：        
  

       
：

  

           
： 

            

             
， 

 同乘             ，得        ：        ：                ：   (   )：   

                ，再同除以 ，得        ：        ：                ：  (   )： 

              。 

 

由以上可知三個直角三角形的邊長比例關係相同，皆為       ：  (  

  )：                    ： (   )  ：           ( 、 均為

正整數)       ：   ：      ( ＞ ， 、 均為正整數)，為畢氏三元

數的生成公式。 

 

四、以       ：        a：b (a、b 均為正整數)，改變 C’點在      上的位置，求出各區 

塊面積的一般式。 

得到各線段長度的一般式後，我們接著推導各區塊面積的一般式。 

已知∠A 為直角，令        為底，      為高，可得△AC E 
 

 
 ×          ×          

 

 
 

 

   
 ×

  

    
 

  

           
。 

已知∠B 為直角，令      為底，        為高，可得△BC F 
 

 
 ×        ×          

 

 
 

       

       
 ×

 

   
 
        

       
。 

已知∠D 為直角，且∠D’=∠D，令        為底，        為高，可得△D'EG 
 

 
          

         
 

 
 

  

           
 

  

       
) 

   

             
。 

已知正方形 ABCD，可知       //      ，令      為上底，      為下底，      為高， 
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可得梯形 CDGF                   
 

 
  

            

       
 
           

       
 

         

       
。 

∴四邊形 C'FGE 梯形 C D'GF－△D'EG 梯形 CDGF－△D'EG 

 
         

       
 

   

             
 
                      

             
 。 

 
五、由研究目的一所得到的各線段長度一般式，求出其分子和分母的遞迴式。  

    由研究目的一可得到各線長度段的一般式，因此，若代入不同正整數比例 

    a：b，即可得到在各種比例下各線段長度的數值。 

 

  (一) a：b 1：n (1≦n≦10，n 為正整數) 

                  

 

      (       ) 

 

                    (        ) 
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    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

           (       )分子： 
    

                
  

          (       )分母： 
    

                  
   

           分子： 
    

               
  

          分母： 
    

                  
  

          分子： 
    

               
  

          分母： 
    

               
  

          (        )分子： 
    

             
  

          (        )分母： 
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    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

        分子： 
    

               
  

        分母： 
    

                  
  

       分子： 
    

                
  

       分母： 
    

                 
  

      分子： 
    

                
  

      分母： 
     

            
            

  

 

  (二) a：b 2：n (1≦n≦10，n 為正整數) 

                  

 

      (       ) 

 

                    (        ) 
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(上列表格中紅色數字即為芳賀第三定理的線段長度比例) 

 

    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

          (       )分子： 
     

                  
  

          (       )分母： 
     

                  
  

          分子： 
    

               
  

      分母： 
     

                  
  

          分子： 
    

               
  

      分母： 
    

               
  

      (        )分子： 
    

             
  

      (        )分母： 
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    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

        分子： 
    

               
  

        分母： 
     

                  
  

       分子： 
     

                  
  

       分母： 
     

                  
  

      分子： 
     

                  
  

      分母： 
     

            
              

  

 

  (三) a：b 3：n (1≦n≦10，n 為正整數) 
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      (       ) 

 

                    (        ) 

 

   
 

 

   
 

 

         

       
 

 

       

       
 

 

  

    
 

  

       
 

 

 
 

 

 
 

  

  
 

  

  
 

 

 
 

 

  
 

 

 
 

 

 
 

  

  
 

  

  
 

 

 
 

 

  
 

 

 
 

 

 
 

  

  
 

  

  
 

 

 
 

 

  
 

 

 
 

 

 
 

  

  
 

  

  
 

 

  
 

 

  
 

 

 
 

 

 
 

  

   
 

  

   
 

  

  
 

 

   
 

 

 
 

 

 
 

   

   
 

  

   
 

  

  
 

 

   
 

 

  
 

 

  
 

   

   
 

  

   
 

  

  
 

 

   
 

 

  
 

 

  
 

   

   
 

  

   
 

  

  
 

 

   
 

 

  
 

 

  
 

   

   
 

  

   
 

  

  
 

 

   
 

 

  
 

  

  
 

   

   
 

  

   
 

  

  
 

 

   
 

     

    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

      (       )分子： 
     

                  
  

      (       )分母： 
     

                   
  

      分子： 
     

               
  

      分母： 
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      分子： 
    

               
  

      分母： 
    

               
  

      (        )分子： 
    

             
  

      (        )分母： 
     

                   
  

 

                  

 

                         

 

   
 

 

   
 

 

  

           
 

         

           
 

            

             
 

 

 
 

 

 
 

 

  
 

  

  
 

  

   
 

 

 
 

 

 
 

 

  
 

  

  
 

  

   
 

 

 
 

 

 
 

 

  
 

  

  
 

   

   
 

 

 
 

 

 
 

  

  
 

  

  
 

   

    
 

 

 
 

 

 
 

  

   
 

  

   
 

   

    
 

 

 
 

 

 
 

  

   
 

   

   
 

   

    
 

 

  
 

 

  
 

  

   
 

   

   
 

   

    
 

 

  
 

 

  
 

  

   
 

   

   
 

   

    
 

 

  
 

 

  
 

  

   
 

   

   
 

   

    
 

 

  
 

  

  
 

  

   
 

   

   
 

   

    
 

 

    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

        分子： 
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        分母： 
     

                  
  

       分子： 
     

                  
  

       分母： 
     

                  
  

      分子： 
     

                    
  

      分母： 
      

            
               

  

 

  (四) a：b 4：n (1≦n≦10，n 為正整數) 

                  

 

      (       ) 

 

                    (        ) 
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    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

      (       )分子： 
     

                  
  

      (       )分母： 
     

                   
  

      分子： 
     

               
  

      分母： 
     

                   
  

      分子： 
    

               
  

      分母： 
    

               
  

      (        )分子： 
     

             
  

      (        )分母： 
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    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式：                                             

        分子： 
    

               
  

        分母： 
     

                   
  

       分子： 
     

                  
  

       分母： 
     

                   
  

      分子： 
      

                    
  

      分母： 
      

            
               

  

 

綜合以上 a：b m：n (1≦m，1≦n，m、n 均為正整數)的各個遞迴式，我們

可以更進一步化簡成下列的遞迴式： 

 

          (       )分子：  
    

      
                       

  

          (       )分母： 
         

 

                        
  

          分子： 
    

    
                

  

          分母： 
         

 

                       
  

          分子： 
    

                
  

          分母：  
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                    分子：  
    

 

              
  

          (        )分母： 
         

 

                       
  

            分子： 
    

               
  

            分母： 
             

                       
  

          分子： 
    

      
                       

  

          分母：  
             

                       
  

          分子： 
      

       

               
          

  

          分母： 
      

           

            
                            

  

 

六、由研究目的四所得到的各區塊面積一般式，求出其分子和分母的遞迴式。  

    由研究目的二可得到各區塊面積的一般式，因此，若代入不同正整數比例 

     a：b，即可得到在各種比例下各區塊面積的數值。 

   

  (一) a：b 1：n (1≦n≦10，n 為正整數) 

                  

 

△AC E △BCF △D'EG 
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    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

  △AC E 分子： 
    

               
  

  △AC E 分母： 
    

                  
  

  △BCF 分子： 
    

                  
  

  △BCF 分母： 
     

            
             

  

  △D'EG 分子： 
    

               
  

  △D'EG 分母： 
     

            
                 

  

 

                  

 

梯形 CDGF 四邊形 C'FGE 
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    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

  梯形 CDGF 分子： 
    

                
  

  梯形 CDGF 分母： 
    

                  
  

  四邊形 C'FGE 分子： 
     

            
           

  

  四邊形 C'FGE 分母： 
     

            
                 

  

 

  (二) a：b 2：n (1≦n≦10，n 為正整數) 

                  

 

△AC E △BCF △D'EG 
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    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

  △AC E 分子： 
    

               
  

  △AC E 分母： 
     

                  
  

  △BCF 分子： 
    

                
  

  △BCF 分母： 
      

            
             

  

  △D   分子： 
    

               
   

  △D EG 分母： 
      

            
                    

  

 

                  

 

梯形 CDGF 四邊形 C'FGE 
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    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

  梯形 CDGF 分子： 
    

                  
  

  梯形 CDGF 分母： 
     

                  
  

  四邊形 C    分子： 
     

            
                  

  

  四邊形 C    分母： 
      

            
                    

  

 

  (三) a：b 3：n (1≦n≦10，n 為正整數) 

                  

 

△AC E △BCF △D'EG 

 

   
 

 

   
 

 

  

           
 

        

       
 

   

             
 

 

 
 

 

 
 

 

  
 

  

   
 

  

    
 

 

 
 

 

 
 

 

  
 

  

   
 

  

    
 

 

 
 

 

 
 

 

  
 

  

   
 

  

    
 



20 
 

 

 
 

 

 
 

  

  
 

   

    
 

   

     
 

 

 
 

 

 
 

  

   
 

   

    
 

   

     
 

 

 
 

 

 
 

  

   
 

   

    
 

   

     
 

 

  
 

 

  
 

  

   
 

   

    
 

   

     
 

 

  
 

 

  
 

  

   
 

   

    
 

   

      
 

 

  
 

 

  
 

  

   
 

   

    
 

   

      
 

 

  
 

  

  
 

  

   
 

   

    
 

   

      
 

    

    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

  △AC E 分子： 
    

               
  

  △AC E 分母： 
     

                  
  

  △BCF 分子： 
     

                     
  

  △BCF 分母： 
      

            
               

  

  △D'EG 分子： 
     

                
  

  △D'EG 分母： 
       

            
                     

  

 

                  

 

梯形 CDGF 四邊形 C'FGE 
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    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

  梯形 CDGF 分子： 
     

                  
  

  梯形 CDGF 分母： 
     

                   
  

  四邊形 C'FGE 分子： 
      

            
                    

  

  四邊形 C'FGE 分母： 
      

            
                     

  

 

  (四) a：b 4：n (1≦n≦10，n 為正整數) 

                  

 

△AC E △BCF △D'EG 

 

   
 

 

   
 

 

  

           
 

        

       
 

   

             
 

 

 
 

 

 
 

 

  
 

  

   
 

  

    
 

 

 
 

 

 
 

 

  
 

  

   
 

   

    
 



22 
 

 

 
 

 

 
 

  

  
 

   

    
 

   

     
 

 

 
 

 

 
 

  

  
 

   

    
 

   

     
 

 

 
 

 

 
 

  

   
 

   

    
 

   

     
 

 

  
 

 

  
 

  

   
 

   

    
 

   

     
 

 

  
 

 

  
 

  

   
 

   

    
 

   

     
 

 

  
 

 

  
 

  

   
 

   

    
 

   

      
 

 

  
 

 

  
 

  

   
 

   

    
 

   

      
 

 

  
 

  

  
 

  

   
 

   

     
 

   

      
 

 

    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

  △AC E 分子： 
    

               
  

  △AC E 分母： 
     

                   
  

  △BCF 分子： 
     

                     
  

  △BCF 分母： 
      

            
               

  

  △D'EG 分子： 
     

                
  

  △D'EG 分母： 
       

            
                      

  

 

                  

 

梯形 CDGF 四邊形 C'FGE 

 

   
 

 

   
 

 

         

       
 

                      

             
 

 

 
 

 

 
 

  

  
 

   

    
 



23 
 

 

 
 

 

 
 

  

  
 

    

    
 

 

 
 

 

 
 

  

  
 

    

    
 

 

 
 

 

 
 

  

   
 

    

     
 

 

 
 

 

 
 

  

   
 

    

     
 

 

  
 

 

  
 

  

   
 

     

     
 

 

  
 

 

  
 

  

   
 

     

     
 

 

  
 

 

  
 

   

   
 

     

     
 

 

  
 

 

  
 

   

   
 

     

     
 

 

  
 

  

  
 

   

   
 

     

      
 

 

    由上列表格中分子和分母的數字可推算出下列的遞迴式： 

  梯形 CDGF 分子： 
     

                  
  

  梯形 CDGF 分母： 
     

                   
  

  四邊形 C'FGE 分子： 
      

            
                    

  

  四邊形 C'FGE 分母： 
       

            
                      

   

 

  綜合以上 a：b m：n (1≦m，1≦n，m、n 均為正整數)的各個遞迴式，我們 

  可以更進一步化簡成下列的遞迴式： 

 

       分子：  
    

                
  

       分母：  
             

                        
  

  △BCF 分子： 
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  △BCF 分母： 
         

 

             
                          

  

  △D'EG 分子： 
     

 

          
       

  

  △D'EG 分母：

 
         

      

             
                                               

  

    梯形 CDGF 分子： 
    

     
                       

  

    梯形 CDGF 分母：  
         

 

                      
  

    四邊形 C'FGE 分子：

 
     

               

             
                       

 

 
                         

  

    四邊形 C'FGE 分母： 

 
         

      

            
                                               

  

 

伍、研究結果 

一、以       ：        a：b (a、b 均為正整數)，改變 C’點在      上的位置，求出各線 

  段長度的一般式。                                                                

  假設正方形邊長為 1，可以求出各線段長度的一般式如下： 
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二、求出 a 和 b 在何種條件下，使      長度的數值為一個有理數。 

我們代入畢氏三元數的生成公式，可以得到： 

  (一)當  2   1，b 2n 1 (n 為正整數)的條件下，        
          

   
 
        

      
  

     為一個有理數。 

   (二)當        1，b 2n (n≧3，n 為正整數)的條件下，       
          

   
 

            
    

    
 為一個有理數。 

 

三、由△AC E、△BC F、△D'EG 三個直角三角形之邊長，求出畢氏三元數的 

    生成公式。                                                                

  由研究過程可知三個直角三角形的邊長比例關係相同，皆為         ：  

   (   )  ：           ( 、 均為正整數)       ：   ：        

  ( ＞ ， 、 均為正整數)，為畢氏三元數的生成公式。 

 

 

四、以       ：        a：b (a、b 均為正整數)，改變 C’點在      上的位置，求出各區 

    塊面積的一般式。 

    由各線段長度的一般式，我們可以求出各區塊面積的一般式： 

  △AC E 
  

           
 

  △BC F 
        

       
 

  △D'EG 
   

             
 

  梯形 CDGF 
         

      
  

  四邊形 C'FGE 
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五、由研究目的一所得到的各線段長度一般式，求出其分子和分母的遞迴式。 

綜合研究過程 a：b m：n (1≦m，1≦n，m、n 均為正整數)的各個遞迴式，

我們可以更進一步化簡並求出其分子和分母的遞迴式： 

 

          (       )分子：  
    

      
                       

  

          (       )分母： 
         

 

                        
  

          分子： 
    

    
                

  

          分母： 
         

 

                       
  

          分子： 
    

                
  

          分母：  
      

                
  

                    分子：  
    

 

              
  

          (        )分母： 
         

 

                       
  

            分子： 
    

               
  

            分母： 
             

                       
  

          分子： 
    

      
                       

  

          分母：  
             

                       
  

          分子： 
      

       

               
          

  

        分母： 
      

           

            
                            

  

 

六、由研究目的四所得到的各區塊面積一般式，求出其分子和分母的遞迴式。 

    綜合研究過程 a：b m：n (1≦m，1≦n，m、n 均為正整數)的各個遞迴式， 

    我們可以更進一步化簡並求出其分子和分母的遞迴式： 
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         分子：  
    

                
  

         分母：  
             

                        
  

    △BCF 分子： 
         

                        
  

    △BCF 分母： 
         

 

             
                          

  

    △D'EG 分子： 
     

 

          
       

  

    △D'EG 分母：

 
         

      

             
                                               

  

    梯形 CDGF 分子： 
    

     
                       

  

    梯形 CDGF 分母：  
         

 

                      
  

    四邊形 C'FGE 分子：

 
     

               

             
                       

 

 
                         

  

    四邊形 C'FGE 分母： 

 
         

      

            
                                               

  

 

陸、討論 

一、本次研究均使用正方形的色紙，未來將會嘗試使用不同的四邊形(長方形或 

    平行四邊形)紙張進行研究，進而求出在不同的邊長比例下，不同線段長度、 

    區塊面積的一般式及其分子和分母的遞迴式。 

二、本次研究只限制在不同正整數比例下的數值關係，所以不會出現無理數比  

    例，因此就沒有研究      分子和分母的遞迴式。 

 

柒、結論 

    一開始我們不太知道怎麼研究芳賀第三定理，所以遇到了很多瓶頸，經過

不斷地上網搜尋資料並和老師討論之後，終於皇天不負苦心人，我們不僅在研

究過程中學到了相似形和遞迴式的數學知識，還對畢氏定理和乘法公式有了更
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進一步的了解，最高興的當然是順利地完成了這件作品。 
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