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摘要 

    本研究自科學研習雙月刊第 61 卷第 1 期中森棚教官的數學專欄「飛到西，

飛到東」得到啟發，藉由改變三隻蜜蜂的速度比，整理出首次相遇的位置及單位

時間。在計算完原始題目後，我們想再進一步地延伸原始題目，所以我們決定改

變研究題目的條件和研究方法，並歸納出三隻蜜蜂以特殊數列為速度比的相遇位

置及單位時間之規律並證明。 

壹、前言 

一、研究動機 

    去年暑假時，我們到郊外踏青，看見了一片花海，數隻蜜蜂穿梭其中，

我們一時興起便追尋著蜜蜂的足跡，無意間就發現了蜂巢。不久，又有數隻

蜜蜂依循著相同的路徑再次飛回花朵採蜜。我們發現不同蜜蜂往返的時間不

一，有時甚至會同時回到蜂巢，便想繼續探索其中的奧秘，上網搜尋有關蜜

蜂飛行速度的主題時發現了以下這個題目，便開啟了我們的研究之旅。 
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【名詞定義】： 

  (一)速度比： 

     在一單位時間內，三隻蜜蜂行的單位數的比，不一定是最簡整數比。 

  (二)在原點相遇的單位時間： 

     三隻蜜蜂同時相遇在原點所需的單位時間。  

  (三)中途相遇的單位和中途相遇的單位時間： 

     三隻蜜蜂在同時回到原點之前，在非 0 單位或三隻蜜蜂速度相加的單位上 

     相遇，稱為中途相遇的單位，而其相遇的單位時間，即稱為中途相遇的單 

     位時間。 

  (四)規律： 

     根據整理及歸納之後，得到三隻蜜蜂在原點或中途相遇的位置及單位時間 

     的規律。 

  (五)蜂巢和大花： 

     蜂巢＝原點，大花＝1 單位距離。 

二、目的 

  (一)以原始題目條件解題。 

  (二)若三隻蜜蜂的速度比是 1：r：   (r   )，求三隻蜜蜂首次相遇的位置及 

     單位時間為何？ 

  (三)若三隻蜜蜂的速度比是 a：ar：a   (a、r   )，求三隻蜜蜂首次相遇的位置 

     及單位時間為何？  

  (四)若三隻蜜蜂的速度比是 a：(a+d)：(a+2d) (a、d   )，求三隻蜜蜂首次相遇 

     的位置及單位時間為何？  

  (五)若三隻蜜蜂的速度比是 a：b：(a+b) (a、b   )，求三隻蜜蜂首次相遇的位 

     置及單位時間為何？ 

  (六)若三隻蜜蜂的速度比是 a2：(a+d)2：(a+2d)2 (a、d   )，求三隻蜜蜂首次相 

     遇的位置及單位時間為何？ 

三、文獻回顧 

    我們上網搜尋資料做文獻探討時，找到了一篇和我們研究題目有相關的報 
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    告： 

  (一)臺南市 111 年度國中學生獨立研究競賽＜小蜜蜂相逢總有時＞。 

         該作品是尋找和討論二、三和四個質點在單位長內折返跑時相遇的坐 

     標點及其規律，其研究的條件和方法只與我們的目的一相似。後來我們改 

     變題目的條件和方法，並以等比數列、等差數列、費氏數列、盧卡斯數列 

     和等差平方數列為三隻蜜蜂的速度比去做深入研究，最後歸納出三隻蜜蜂 

     以特殊數列為速度比的首次相遇位置及單位時間之規律並證明。 

貳、研究設備及器材 

電腦、紙、筆。 

參、研究過程或方法 

【原始題目】： 

    三隻速度不同的蜜蜂同時從蜂巢出發，在蜂巢與一朵花之間來回等速直線飛

行，蜂巢與花的距離為 1 單位，一旦飛到大花馬上回頭再往蜂巢飛，碰到蜂巢又

回頭往大花飛，如此周而復始。只考慮理想的狀態，不考慮加速度等等因素，飛

得最慢的蜜蜂從蜂巢到花飛一趟要 1 分鐘(本研究不考慮「飛得最慢的蜜蜂從蜂

巢到花飛一趟要 1 分鐘」的條件)。 

一、以原始題目條件解題。 

    剛開始我們先以原始題目條件解題，以下是我們的解題過程： 

蜂巢為原點，花為點 1。 

 

  (一)若三隻蜜蜂 a、b、c 的速度比是 1：2：4 時，有沒有可能在某個時刻，  

     三隻蜜蜂剛好飛到介於蜂巢與花之間的同一點？ 
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設 a 的速度為   ；b 的速度為   ，經過 
 

 
 單位時間，a 飛到點 

 

 
，b 飛到點

1，由於 a、b 為相向飛行，為了計算將兩者速度相加，  +  ＝3，總距離 總

速度＝相遇所需的單位時間，
 

 
  3＝

 

  
 ，得出 a、b 再經過 

 

 
 單位時間，會

在點 
 

 
 和點 1 之間相遇，相遇所需單位時間為：

 

 
 

 

 
＝

 

 
 。再經過 

 

 
 單位

時間，a 飛到點 
 

 
，b 也飛到點 

  

 
。再經過 

 

 
 單位時間，a 飛到點 0，b 也飛

到點 0，接下來開始循環。由此可知，a、b 每經過 
 

 
 單位時間就會相遇一次， 

a、 b 每次相遇的位置如下：
 

 
、

 

 
、0、

 

 
、

 

 
、0、……， 

c 飛 
 

 
 單位時間的位置如下：

 

 
、

 

 
、0、

 

 
、

 

 
、0、……， 

得 a、b、c 每經過 
 

 
 單位時間就會相遇一次，且相遇位置依序為： 

 

 
、

 

 
、0、

 

 
、

 

 
、0、……。 

  (二)若三隻蜜蜂 a、b、c 的速度比是 1：3：9 時，有沒有可能在某個時刻， 

     三隻蜜蜂剛好飛到介於蜂巢與花之間的同一點？ 

 

設 a 的速度為   ；b 的速度為   ，經過 
 

 
 單位時間，a 飛到點 

 

 
，b 飛到點

1，由於 a、b 為相向飛行，為了計算將兩者速度相加，  +  ＝4，總距離 總

速度＝相遇所需的單位時間，
 

 
  4＝

 

  
 ，得出 a、b 再經過 

 

 
 單位時間，會

在點 
 

 
 和點 1 之間相遇，相遇所需單位時間為：

 

 
 

 

 
＝

 

 
 。再經過 

 

 
 單位
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時間，a 飛到點 1，b 也飛到點 1。再經過 
 

 
 單位時間，a 飛到點 

 

 
，b 也飛到

點 
 

 
。再經過 

 

 
 單位時間，a 飛到點 0，b 也飛到點 0，接下來開始循環。由

此可知，a、b 每經過 
 

 
 單位時間就會相遇一次， 

a、b 每次相遇的位置如下：
 

 
、1、

 

 
、0、

 

 
、1、

 

 
、0、……， 

c 飛 
 

 
 單位時間的位置如下：

 

 
、1、

 

 
、0、

 

 
、1、

 

 
、0、……， 

得 a、b、c 每經過 
 

 
 單位時間就會相遇一次，且相遇位置依序為： 

 

 
、1、

 

 
、0、

 

 
、1、

 

 
、0、……。 

  (三)若三隻蜜蜂的速度比是 1：
 

 
：

 

 
 時，有沒有可能在某個時刻，三隻蜜蜂  

      剛好飛到介於蜂巢與花之間的同一點？ 

 

設 a、b 於 N 相遇時，a 會走 La 的距離，b 會走 Lb1 + Lb2的距離，若 b 未折返，

會飛行至 M，原點到 M 即為 b 飛行的總距離，則 b 飛行的總距離－1＝ Lb2 ，

則 La + Lb2 ＝1。設經過 x 單位時間會第一次相遇，           ＝  ，

   
 

 
    ＝  ，

 

 
   ＝  ，

 

 
 ＝  ，得  ＝

 

 
 。繼續計算得出： 

a、b 每次相遇的位置如下：
 

 
、

 

 
、

 

 
、

 

 
、0、

 

 
、

 

 
、

 

 
、

 

 
、0、……， 

由此可知，a、b 每經過 
 

 
 單位時間就會相遇一次， 

c 走 
 

 
 單位時間的位置如下：

 

 
、

 

 
、

 

 
、

 

 
、1、

 

 
、

 

 
、

 

 
、

 

 
、0、……， 
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得 a、b、c 每經過 
 

 
 單位時間就會相遇一次，且相遇位置依序為： 

 

 
、

 

 
、

 

 
、

 

 
、0、

 

 
、

 

 
、

 

 
、

 

 
、0、……。 

  (四)綜合以上過程，我們整理出以下表格： 

1.當速度比為 1：2：4 時，每經過 
 

 
 單位時間 a、b、c 會依序於以下位置相 

  遇：
 

 
、

 

 
、0、

 

 
、

 

 
、0、……。 

2.當速度比為 1：3：9，每經過 
 

 
 單位時間 a、b、c 會依序於以下位置相 

  遇：
 

 
、1、

 

 
、0、

 

 
、1、

 

 
、0、……。 

3.當速度比為 1：
 

 
：

 

 
，每經過 

 

 
 單位時間 a、b、c 會依序於以下位置相 

 遇：
 

 
、

 

 
、

 

 
、

 

 
、0、

 

 
、

 

 
、

 

 
、

 

 
、0、……。 

     並得出以下結果： 

【推論 1】：若三隻蜜蜂的速度比是 1：r：  (r   ， ＞ )，則三隻蜜蜂相遇

的位置為 (1) 
 

   
、…、

      

   
、

  

   
、

  

   
、

      

   
、…、

 

   
、0、……，其中 k

為滿足 
  

   
＜1 的最大整數。或是 (2) 

 

   
、…、

      

   
、

  

   
、

      

   
、…、

 

   
、

0、……，其中 k 為滿足 
  

   
＝1 的整數。 

 

【證明 1】： 

設 a 的速度為   ；b 的速度為   ，經過 
 

 
 單位時間，a 飛到點 

 

 
，b 飛到點

1，由於 a、b 為相向飛行，為了計算將兩者速度相加，  +  ＝1+r，總距離 總速

度＝相遇所需的單位時間，   
 

 
   (1+r)＝

 - 

       
 ，得出 a、b 再經過 

 - 

       
  

單位時間，會在點  
 

 
 和點 1 之間相遇，相遇所需單位時間為：

 

 
 

 - 

       
＝

  

       
＝

 

    
 ，由此可知，a、b 每經過 

 

    
 單位時間就會相遇一次， 
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a、 b 每次相遇的位置如下：(1) 
 

   
、…、

      

   
、

  

   
、

  

   
、

      

   
、…、

 

   
、

0、……，或是 (2) 
 

   
、…、

      

   
、

  

   
、

      

   
、…、

 

   
、0、……， 

c 走 
 

    
 單位時間的位置如下：(1) 

 

   
、…、

      

   
、

  

   
、

  

   
、

      

   
、…、

 

   
、

0、……，或是 (2) 
 

   
、…、

      

   
、

  

   
、

      

   
、…、

 

   
、0、……， 

得 a、b、c 每經過 
 

    
 單位時間就會相遇一次，且相遇位置依序為： 

(1) 
 

   
、…、

      

   
、

  

   
、

  

   
、

      

   
、…、

 

   
、0、……，其中 k 為滿足 

  

   
＜1 的最大

整數。或是 (2) 
 

   
、…、

      

   
、

  

   
、

      

   
、…、

 

   
、0、……，其中 k 為

滿足 
  

   
＝1 的整數。 

接著，我們想再進一步的延伸原始題目，所以我們決定改變研究題目的條件和研

究方法。 

【新訂題目條件】： 

當三隻蜜蜂的速度比為 a：b：c (a、b、c   )時，將出發點到花朵的距離分為 a+b+c

個單位長，三隻蜜蜂在一單位時間所飛行的距離分別為 a、b、c 個單位長，且相

遇在整數單位長上。 

舉例如下： 

當三隻蜜蜂的速度比為 1：2：4 時，將出發點到花朵的距離分為 1+2+4＝7 個單

位長，三隻蜜蜂在一單位時間所飛行的距離分別為 1、2、4 個單位長。 

速

度

比 

每飛行一單位時間所到達的位置 

相

遇

點 

 
 

 
1 1 2 3 4 5 6 7 6 5 4 3 2 1 0 

2 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 

4 4 6 2 2 6 4 0 4 6 2 2 6 4 0 

二、若三隻蜜蜂的速度比是 1：r：   (r   )，求三隻蜜蜂相遇的位置及單位 
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    時間為何？ 

  (一)速度比是 1：2：4 

速

度

比 

每飛行一單位時間所到達的位置 

相

遇

點 

 
 

 
1 1 2 3 4 5 6 7 6 5 4 3 2 1 0 

2 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 

4 4 6 2 2 6 4 0 4 6 2 2 6 4 0 

  (二)速度比是 1：3：9 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
1 1 2 

…… 

11 12 13 12 11 

…… 

2 1 0 

3 3 6 7 10 13 10 7 6 3 0 

9 9 8 5 4 13 4 5 8 9 0 

  (三)速度比是 1：4：16 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
1 1 2 

… 

13 14 15 

… 

15 14 13 

… 

2 1 0 

4 4 8 10 14 18 18 14 10 8 4 0 

16 16 10 2 14 12 12 14 2 10 16 0 

  (四)速度比是 1：5：25 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
1 1 2 

…… 

29 30 31 30 29 

…… 

2 1 0 

5 5 10 21 26 31 26 21 10 5 0 

25 25 12 19 6 31 6 19 12 25 0 

  (五)綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 1：2：4 1：3：9 1：4：16 1：5：25 

首次中途相遇的單位 無 13 14 31 

首次中途相遇的單位時間 無 13 14 31 

首次原點相遇的單位時間 14 26 42 62 
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三、若三隻蜜蜂的速度比是 a：ar：a   (a、r   )，求三隻蜜蜂相遇的位置及 

單位時間為何？  

  (一)等比數列(r＝2) 

    1.速度比是 1：2：4 

速

度

比 

每飛行一單位時間所到達的位置 

相

遇

點 

 
 

 
1 1 2 3 4 5 6 7 6 5 4 3 2 1 0 

2 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 

4 4 6 2 2 6 4 0 4 6 2 2 6 4 0 

    2.速度比是 2：4：8 

速

度

比 

每飛行一單位時間所到達的位置 

相

遇

點 

2 2 4 6 8 10 12 14 12 10 8 6 4 2 0 

4 4 8 12 12 8 4 0 4 8 12 12 8 4 0 

8 8 12 4 4 12 8 0 8 12 4 4 12 8 0 

    3.速度比是 4：8：16 

速

度

比 

每飛行一單位時間所到達的位置 

相

遇

點 

4 4 8 12 16 20 24 28 24 20 16 12 8 4 0 

8 8 16 24 24 16 8 0 8 16 24 24 16 8 0 

16 16 24 8 8 24 16 0 16 24 8 8 24 16 0 

    4.速度比是 8：16：32 
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速

度

比 

每飛行一單位時間所到達的位置 

相

遇

點 

8 8 16 24 32 40 48 56 48 40 32 24 16 8 0 

16 16 32 48 48 32 16 0 16 32 48 48 32 16 0 

32 32 48 16 16 48 32 0 32 48 16 16 48 32 0 

     5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 1：2：4 2：4：8 4：8：16 8：16：32 

首次中途相遇的單位 無 無 無 無 

首次原點相遇的單位時間 14 14 14 14 

  (二)等比數列(r＝3) 

    1.速度比是 1：3：9 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
1 1 2 

…… 

11 12 13 12 11 

…… 

2 1 0 

3 3 6 7 10 13 10 7 6 3 0 

9 9 8 5 4 13 4 5 8 9 0 

    2.速度比是 3：9：27 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
3 3 6 

…… 

33 36 39 36 33 

…… 

6 3 0 

9 9 18 21 30 39 30 21 18 9 0 

27 27 24 15 12 39 12 15 24 27 0 

    3.速度比是 9：27：81 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
9 9 18 

…… 

99 108 117 108 99 

…… 

18 9 0 

27 27 54 63 90 117 90 63 54 27 0 

81 81 72 45 36 117 36 45 72 81 0 

    4.速度比是 27：81：243 
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速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
27 27 54 

…… 

297 324 351 324 297 

…… 

54 27 0 

81 81 162 189 270 351 270 189 162 81 0 

243 243 216 135 108 351 108 135 216 243 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 1：3：9 3：9：27 9：27：81 27：81：243 

首次中途相遇的單位 13 39 117 351 

首次中途相遇的單位時間 13 13 13 13 

首次原點相遇的單位時間 26 26 26 26 

  (三)等比數列(r＝4) 

    1.速度比是 1：4：16 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
1 1 2 

… 

13 14 15 

… 

15 14 13 

… 

2 1 0 

4 4 8 10 14 18 18 14 10 8 4 0 

16 16 10 2 14 12 12 14 2 10 16 0 

    2.速度比是 4：16：64  

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
4 4 8 

… 

52 56 60 

… 

60 56 52 

… 

8 4 0 

16 16 32 40 56 72 72 56 40 32 16 0 

64 64 40 8 56 48 48 56 8 40 64 0 

    3.速度比是 16：64：256  

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
16 16 32 

… 

208 224 240 

… 

240 224 208 

… 

32 16 0 

64 64 128 160 224 288 288 224 160 128 64 0 

256 256 160 32 224 192 192 224 32 160 256 0 

    4.速度比是 64：256：1024  

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
64 64 128 … 832 896 960 … 960 896 832 … 128 64 0 
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256 256 512 640 896 1152 1152 896 640 512 256 0 

1024 1024 640 128 896 768 768 896 128 640 1024 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 1：4：16 4：16：64 16：64：256 64：256：1024 

首次中途相遇的單位 14 56 224 896 

首次中途相遇的單位時間 14 14 14 14 

首次原點相遇的單位時間 42 42 42 42 

  (四)等比數列(r＝5) 

    1.速度比是 1：5：25 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
1 1 2 

…… 

29 30 31 30 29 

…… 

2 1 0 

5 5 10 21 26 31 26 21 10 5 0 

25 25 12 19 6 31 6 19 12 25 0 

    2.速度比是 5：25：125 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
5 5 10 

…… 

145 150 155 150 145 

…… 

10 5 0 

25 25 50 105 130 155 130 105 50 25 0 

125 125 60  95 30 155 30 95 60  125 0 

    3.速度比是 25：125：625 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
25 25 50 

…… 

725 750 775 750 725 

…… 

50 25 0 

125 125 250 525 650 775 650 525 250 125 0 

625 625 300 475 150 775 150 475 300 625 0 

    4.速度比是 125：625：3125 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
125 125 250 

…… 

3625 3750 3875 3750 3625 

…… 

250 125 0 

625 625 1250 2625 3250 3875 3250 2625 1250 625 0 

3125 3125 1500 2375 750 3875 750 2375 1500 3125 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 
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速度比 1：5：25 5：25：125 25：125：625 125：625：

3125 

首次中途相遇的單位 31 155 775 3875 

首次中途相遇的單位時間 31 31 31 31 

首次原點相遇的單位時間 62 62 62 62 

  (五)小結： 

     綜合(一) ~ (四)數據，我們整理出以下表格： 

速度比 a：2a：4a a：3a：9a a：4a：16a a：5a：25a 

首次中途相遇的單位 無 13a 14a 31a 

首次中途相遇的單位時間 無 13 14 31 

首次原點相遇的單位時間 14 26 42 62 

     並得出以下結果： 

【推論 2】：若三隻蜜蜂的速度比是 a：ar：    (a、r   )，則其首次在原點

相遇的單位時間為          ，若設   ＝         ，且     ， 

則   滿足遞迴式：  
  ＝  

  ＝           
      ，其一般式為   ＝     

     。 

 

【證明 2】： 

(1)當 n＝1， 

  ＝2(1+3+3)＝14，成立。 

(2)  

○1 設 n＝k 成立， 

   ＝          。 

○2 當 n＝k+1， 

    ＝              

＝                  

＝                        
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＝                  ，成立。 

由數學歸納法可知，     ，  ＝          。 

四、若三隻蜜蜂的速度比是 a：(a+d)：(a+2d) (a、d   )，求三隻蜜蜂首次相遇 

    的位置及單位時間為何？ 

  (一)等差數列(d＝1) 

    1.速度比為 1：2：3 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
1 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 0 

2 2 4 6 4 2 0 2 4 6 4 2 0 

3 3 6 3 0 3 6 3 0 3 6 3 0 

    2.速度比為 2：3：4 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
2 2 4 6 8 

…… 

8 6 4 2 0 

3 3 6 9 6 6 9 6 3 0 

4 4 8 6 2 2 6 8 4 0 

    3.速度比為 3：4：5 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
3 3 6 9 12 

…… 

12 9 6 3 0 

4 4 8 12 8 8 12 8 4 0 

5 5 10 9 4 4 9 10 5 0 

    4.速度比為 4：5：6 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
4 4 8 12 14 

…… 

14 12 8 4 0 

5 5 10 15 10 10 15 10 5 0 

6 6 12 12 6 6 12 12 6 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 1：2：3 2：3：4 3：4：5 4：5：6 

首次中途相遇的單位 無 無 無 無 
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首次原點相遇的單位時間 12 18 24 30 

  (二)等差數列(d＝2) 

    1.速度比為 1：3：5 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
1 1 2 

…… 

7 8 9 8 7 

…… 

2 1 0 

3 3 6 3 6 9 6 3 6 3 0 

5 5 8 1 4 9 4 1 8 5 0 

    2.速度比為 3：5：7 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
3 3 6 

…… 

9 12 15 12 9 

…… 

6 3 0 

5 5 10 5 10 15 10 5 10 5 0 

7 7 14 1 8 15 8 1 14 7 0 

    3.速度比為 5：7：9 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
5 5 10 

…… 

11 16 21 16 11 

…… 

10 5 0 

7 7 14 7 14 21 14 7 14 7 0 

9 9 18 3 12 21 12 3 18 9 0 

    4.速度比為 7：9：11 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
7 7 14 

…… 

13 20 27 20 13 

…… 

14 7 0 

9 9 18 9 18 27 18 9 18 9 0 

11 11 22 5 16 27 16 5 22 11 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 1：3：5 3：5：7 5：7：9 7：9：11 

首次中途相遇的單位 9 15 21 27 

首次中途相遇的單位時間 9 15 21 27 

首次原點相遇的單位時間 18 30 42 54 

  (三)等差數列(d＝3) 
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    1.速度比為 1：4：7 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
1 1 2 

… 

7 8 9 

… 

9 8 7 

… 

2 1 0 

4 4 8 4 8 12 12 8 4 8 4 0 

7 7 10 1 8 9 9 8 1 10 7 0 

    2.速度比為 4：7：10 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
4 4 8 

… 

10 14 18 

… 

18 14 10 

… 

8 4 0 

7 7 14 7 14 21 21 14 7 14 7 0 

10 10 20 4 14 18 18 14 4 20 10 0 

    3.速度比為 7：10：13 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
7 7 14 

… 

13 20 27 

… 

27 20 13 

… 

14 7 0 

10 10 20 10 20 30 30 20 10 20 10 0 

13 13 26 7 20 27 27 20 7 26 13 0 

    4.速度比為 10：13：16 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
10 10 20 

… 

16 26 36 

… 

36 26 16 

… 

20 10 0 

13 13 26 13 26 39 39 26 13 26 13 0 

16 16 32 10 26 36 36 26 10 32 16 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 1：4：7 4：7：10 7：10：13 10：13：16 

首次中途相遇的單位 8 14 20 26 

首次中途相遇的單位時間 8 14 20 26 

首次原點相遇的單位時間 24 42 60 78 

  (四)等差數列(d＝4) 

    1.速度比為 1：5：9 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 
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1 1 2 

…… 

13 14 15 14 13 

…… 

2 1 0 

5 5 10 5 10 15 10 5 10 5 0 

9 9 12 3 6 15 6 3 12 9 0 

    2.速度比為 5：9：13 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
5 5 10 

…… 

17 22 27 22 17 

…… 

10 5 0 

9 9 18 9 18 27 18 9 18 9 0 

13 13 26 1 14 27 14 1 26 13 0 

    3.速度比為 9：13：17 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
9 9 18 

…… 

21 30 39 30 21 

…… 

18 9 0 

13 13 26 13 26 39 26 13 26 13 0 

17 17 34 5 22 39 22 5 34 17 0 

    4.速度比為 13：17：21 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
13 13 26 

…… 

25 38 51 38 25 

…… 

26 13 0 

17 17 34 17 34 51 34 17 34 17 0 

21 21 42 9 30 51 30 9 42 21 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 1：5：9 5：9：13 9：13：17 13：17：21 

首次中途相遇的單位 15 27 39 51 

首次中途相遇的單位時間 15 27 39 51 

首次原點相遇的單位時間 30 54 78 102 

  (五)小結： 

     綜合(一) ~ (四)數據，我們整理出以下表格： 

速度比 a：(a+1)：

(a+2) 

a：(a+2)：

(a+4) 

a：(a+3)：

(a+6) 

a：(a+4)：

(a+8) 

首次中途相遇的單位 無 3(a+2) 2(a+3) 3(a+4) 

首次中途相遇的單位時間 無 3(a+2) 2(a+3) 3(a+4) 
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首次原點相遇的單位時間 6(a+1) 6(a+2) 6(a+3) 6(a+4) 

     並得出以下結果： 

【推論 3】：若三隻蜜蜂的速度比是 a：(a+d)：(a+2d)  (a、d  )，則其首次在

原點相遇的單位時間為                     ，若設   ＝ 

      ，且 n＝d，則   滿足遞迴式：  
  ＝    

  ＝      
       ， 

其一般式為   ＝      。 

 

【證明 3】： 

(1)當 n＝1， 

  ＝      ＝    ，成立。 

(2)  

○1 設 n＝k 成立， 

   ＝      。 

○2 當 n＝k+1， 

    ＝     

＝         

＝          ，成立。 

由數學歸納法可知，     ，  ＝      。 

五、若三隻蜜蜂的速度比是 a：b：(a+b) (a、b   )，求三隻蜜蜂相遇的位置及 

    單位時間為何？  

  (一)費氏數列 

1.速度比是 1：1：2 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
1 1 2 3 4 3 2 1 0 

1 1 2 3 4 3 2 1 0 

2 2 4 2 0 2 4 2 0 

    2.速度比是 1：2：3 
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速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
1 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 0 

2 2 4 6 4 2 0 2 4 6 4 2 0 

3 3 6 3 0 3 6 3 0 3 6 3 0 

    3.速度比是 2：3：5 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
2 2 4 6 8 

…… 

8 6 4 2 0 

3 3 6 9 8 8 9 6 3 0 

5 5 10 5 0 0 5 10 5 0 

    4.速度比是 3：5：8 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
3 3 6 9 12 

…… 

12 9 6 3 0 

5 5 10 15 12 12 15 10 5 0 

8 8 16 8 0 0 8 16 8 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 1：1：2 1：2：3 2：3：5 3：5：8 

首次中途相遇的單位 無 無 無 無 

首次原點相遇的單位時間 8 12 20 32 

(二)盧卡斯數列 

1.速度比是 1：3：4 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
1 1 2 3 4 

…… 

4 3 2 1 0 

3 3 6 7 4 4 7 6 3 0 

4 4 8 4 0 0 4 8 4 0 

    2.速度比是 3：4：7 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
3 3 6 9 12 

…… 

12 9 6 3 0 

4 4 8 12 12 12 12 8 4 0 

7 7 14 7 0 0 7 14 7 0 
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    3.速度比是 4：7：11 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
4 4 8 12 16 

…… 

16 12 8 4 0 

7 7 14 21 16 16 21 14 7 0 

11 11 22 11 0 0 11 22 11 0 

    4.速度比是 7：11：18 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
7 7 14 21 28 

…… 

28 21 14 7 0 

11 11 22 33 28 28 33 22 11 0 

18 18 36 18 0 0 18 36 18 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 1：3：4 3：4：7 4：7：11 7：11：18 

首次中途相遇的單位 無 無 無 無 

首次原點相遇的單位時間 16 28 44 72 

(三)小結： 

     綜合(一)、(二)數據，我們整理出以下表格： 

速度比 a：b：

(a+b) 

b：(a+b)：

(a+2b) 

(a+b)：(a+2b)：

(2a+3b) 

(a+2b)：(2a+3b)：

(3a+5b) 

首次中途相遇

的單位 

無 無 無 無 

首次原點相遇

的單位時間 

4(a+b) 4(a+2b) 4(2a+3b) 4(3a+5b) 

並得出以下結果： 

【推論 4】：若三隻蜜蜂的速度比是 a：b：(a+b) (a、b  )，則其首次在原點

相 遇 的 單 位 時 間 為                   ， 則    滿 足 遞 迴 式

：  
  ＝     ，  ＝     

  ＝         

       ，其一般式為 

   ＝
 

  
   

    

 
 
 

  
    

 
 
 

     
    

 
 
   

  
    

 
 
   

   。          
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【證明 4】： 

三隻蜜蜂首次在原點相遇的單位時間數列為 4(a+b)、4(a+2b)、4(2a+3b)、

4(3a+5b)、……，其中 a、a、2a、3a、……和 b、2b、3b、5b、……皆為費氏

數列，根據費氏數列的一般式   ＝
 

  
  

    

 
    

    

 
   ，即可得證。 

六、若三隻蜜蜂的速度比是 a2：(a+d)2：(a+2d)2  (a、d   )，求三隻蜜蜂首次相 

    遇的位置及單位時間為何？ 

  (一)等差平方數列(d＝1) 

    1.速度比是 12：22：32 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

12 1 2 

…… 

12 13 14 13 12 

…… 

2 1 0 

2
2 

4 8 8 4 0 4 8 8 4 0 

32 9 10 4 5 14 5 4 10 9 0 

    2.速度比是 22：32：42 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
22 4 8 

…… 

8 4 0 4 8 

…… 

8 4 0 

32 9 18 11 20 29 20 11 18 9 0 

42 16 26 26 16 0 26 16 26 16 0 

    3.速度比是 32：42：52 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

32 9 18 

…… 

32 41 50 41 32 

…… 

18 9 0 

42 16 32 32 16 0 16 32 32 16 0 

52 25 50 0 25 50 25 0 50 25 0 

    4.速度比是 42：52：62 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

42 16 32 

…… 

32 16 0 16 32 

…… 

32 16 0 

52 25 50 27 52 77 52 27 50 25 0 

62 36 72 72 36 0 36 72 72 36 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 12：22：32 22：32：42 32：42：52 42：52：62 
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首次中途相遇的單位 無 無 無 無 

首次原點相遇的單位時間 28 58 100 154 

  (二)等差平方數列(d＝2) 

    1.速度比是 12：32：52 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

12 1 2 

…… 

33 34 35 34 33 

…… 

2 1 0 

32 9 18 17 26 35 26 17 18 9 0 

52 25 20 15 10 35 10 15 20 25 0 

    2.速度比是 32：52：72 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

32 9 18 

…… 

65 74 83 74 65 

…… 

18 9 0 

52 25 50 33 58 83 58 33 50 25 0 

72 49 68 15 34 83 34 15 68 49 0 

    3.速度比是 52：72：92 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

52 25 50 

…… 

105 130 155 130 105 

…… 

50 25 0 

72 49 98 57 106 155 106 57 98 49 0 

92 81 148 7 74 155 74 7 148 81 0 

    4.速度比是 72：92：112 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

72 49 98 

…… 

153 202 251 202 153 

…… 

98 49 0 

92 81 162 89 170 251 170 89 162 81 0 

112 121  242 9 130 251 130 9 242  121 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 12：32：52 32：52：72 52：72：92 72：92：112 

首次中途相遇的單位 35 83 155 251 

首次中途相遇的單位時間 35 83 155 251 

首次原點相遇的單位時間 70 166 310 502 
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  (三)等差平方數列(d＝3) 

    1.速度比是 12：42：72 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
12 1 2 

… 

43 44 45 

… 

45 44 43 

… 

2 1 0 

42 16 32 28 44 60 60 44 28 32 16 0 

72 49 34  5 44 39 39 44 5 34  49 0 

    2.速度比是 42：72：102 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
42 16 32 

… 

94 110 126 

… 

126 110 94 

… 

32 16 0 

72 49 98 61 110 159 159 110 61 98 49 0 

102 100 130 10 110 120 120 110 10 130 100 0 

    3.速度比是 72：102：132 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
72 49 98 

… 

163 212 261 

… 

261 212 163 

… 

98 49 0 

102 100 200 112 212 312 312 212 112 200 100 0 

13
2 

169 298 43 212 255 255 212 43 298 169 0 

    4.速度比是 102：132：162 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

 
 

 
102 100 200 

… 

250 350 450 

… 

450 350 250 

… 

200 100 0 

132 169 318 181 350 519 519 350 181 318 169 0 

162 256 512 94 350 444 444 350 94 512 256 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 12：42：72 42：72：102 72：102：132 102：132：162 

首次中途相遇的單位 44 110 212 350 

首次中途相遇的單位時間 44 110 212 350 

首次原點相遇的單位時間 132 330 636 1050 

  (四)等差平方數列(d＝4) 

    1.速度比是 12：52：92 
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速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

12 1 2 

…… 

105 106 107 106 105 

…… 

2 1 0 

52 25 50 57 82 107 82 57 50 25 0 

92 81 162 55 26 107 26 55 162 81 0 

    2.速度比是 52：92：132 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

52 25 50 

…… 

225 250 275 250 225 

…… 

50 25 0 

92 81 162 113 194 275 194 113 162 81 0 

132 169 212 63 106 275 106 63 212 169 0 

    3.速度比是 92：132：172 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

92 81 162 

…… 

377 458 539 458 377 

…… 

162 81 0 

132 169 338 201 370 539 370 201 338 169 0 

172 289 500 39 250 539 250 39 500 289 0 

    4.速度比是 132：172：212 

速度比 每飛行一單位時間所到達的位置 相遇點 

132 169 338 

…… 

561 730 899 730 561 

…… 

338 169 0 

172 289 578 321 610 899 610 321 578 289 0 

212 441 882 17 458 899 458 17 882 441 0 

    5.綜合以上數據，我們整理出以下表格： 

速度比 12：52：92 52：92：132 92：132：172 132：172：212 

首次中途相遇的單位 107 275 539 899 

首次中途相遇的單位時間 107 275 539 899 

首次原點相遇的單位時間 214 550 1078 1798 

  (五)小結： 

     綜合(一) ~ (四)數據，我們整理出以下表格： 

速度比 a2：(a+1)2：

(a+2)2 

a2：(a+2)2：

(a+4)2 

a2：(a+3)2：

(a+6)2 

a2：(a+4)2：

(a+8)2 
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首次中途相遇的

單位 

無 3a
2
+12a+20 2a

2
+12a+30 3a

2
+24a+80 

首次中途相遇的

單位時間 

無 3a2+12a+20 2a2+12a+30 3a2+24a+80 

首次原點相遇的

單位時間 

2(3a2+6a+5) 2(3a2+12a+20) 2(3a2+18a+45) 2(3a2+24a+80) 

     並得出以下結果： 

【推論 5】：若三隻蜜蜂的速度比是 a2：(a+d)2：(a+2d)2  (a、d  )，則其首次

在原點相遇的單位時間為                                

    ，若設   ＝              ，且   ，則   滿足遞迴式：

 
  ＝           

  ＝                 
      ，其一般式為   ＝          

    。 

 

【證明 5】： 

(1)當 n＝1， 

  ＝           ，成立。 

(2)  

○1 設 n＝k 成立， 

   ＝              。 

○2 當 n＝k+1， 

    ＝                    

＝                            

＝                         

＝                      ，成立。 

由數學歸納法可知，     ，  ＝              。 

肆、研究結果 

(一)以原始題目條件解題。 
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  【推論 1】：若三隻蜜蜂的速度比是 1：r：  (r   ， ＞ )，則三隻蜜蜂相遇    

   的位置為 (1) 
 

   
、…、

      

   
、

  

   
、

  

   
、

      

   
、…、

 

   
、0、……，其中 

   k 為滿足 
  

   
＜1 的最大整數。或是 (2) 

 

   
、…、

      

   
、

  

   
、

      

   
、…、

 

   
、 

   0、……，其中 k 為滿足 
  

   
＝1 的整數。 

(二)若三隻蜜蜂的速度比是 1：r：   (r   )，求三隻蜜蜂首次相遇的位置及 

   單位時間為何？ 

   推論同下。 

(三)若三隻蜜蜂的速度比是 a：ar：a   (a、r   )，求三隻蜜蜂首次相遇的位置 

   及單位時間為何？  

  【推論 2】：若三隻蜜蜂的速度比是 a：ar：    (a、r   )，則其首次在原點 

   相遇的單位時間為          ，若設   ＝         ，且     ， 

   則  滿足遞迴式：  
  ＝  

  ＝           
      ，其一般式為   ＝     

           。 

(四)若三隻蜜蜂的速度比是 a：(a+d)：(a+2d) (a、d   )，求三隻蜜蜂首次相遇 

   的位置及單位時間為何？  

  【推論 3】：若三隻蜜蜂的速度比是 a：(a+d)：(a+2d)  (a、d  )，則其首次在 

   原點相遇的單位時間為                     ，若設   ＝ 

             ，且 n＝d，則   滿足遞迴式：  
  ＝    

  ＝      
       ， 

其一般式為    ＝      。 

(五)若三隻蜜蜂的速度比是 a：b：(a+b) (a、b   )，求三隻蜜蜂首次相遇的位 

   置及單位時間為何？ 

  【推論 4】：若三隻蜜蜂的速度比是 a：b：(a+b) (a、b  )，則其首次在原點 

   相 遇 的 單 位 時 間 為                   ， 則    滿 足 遞 迴 式

       ：  
  ＝     ，  ＝     

  ＝         

       ，其一般式為 

   ＝
 

  
   

    

 
 
 

  
    

 
 
 

     
    

 
 
   

  
    

 
 
   

   。 
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(六)若三隻蜜蜂的速度比是 a2：(a+d)2：(a+2d)2  (a、d   )，求三隻蜜蜂首次相 

   遇的位置及單位時間為何？ 

  【推論 5】：若三隻蜜蜂的速度比是 a2：(a+d)2：(a+2d)2  (a、d  )，則其 

   首次在原點相遇的單位時間為                            

                ，若設   ＝              ，且   ，則   滿足遞迴式：   

       
  ＝           

  ＝                 
      ，其一般式為   ＝              。 

伍、討論 

    我們目前研究的內容都是以正整數數列為三隻蜜蜂的速度比去做探討，將來

會繼續以分數或無理數數列為速度比去研究首次相遇在原點或中途的位置及單

位時間，期望能在這方面有更深入的研究進展和突破。 

陸、結論 

    對於「飛到西，飛到東」這個題目，我們一開始就先以原始題目條件去解題，

藉由改變三隻蜜蜂的速度比，整理出首次相遇的位置及單位時間。在計算完原始

題目後，我們想再進一步地延伸原始題目，所以我們決定改變研究題目的條件和

研究方法。接著，我們嘗試以等比數列、等差數列、費氏數列、盧卡斯數列和等

差平方數列為三隻蜜蜂的速度比去研究，過程中遇到了很多瓶頸，經過不斷地上

網搜尋資料並和老師討論之後，終於皇天不負苦心人，最後我們歸納出三隻蜜蜂

首次相遇的位置及單位時間之規律並證明。 
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