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摘要 

        本研究參考自科學研習雙月刊第 60 卷第 5 期中森棚教官的數學專欄「奇怪 

天秤」，內容是研究如何使用一個左臂和右臂長度比例不同的天秤，在一個重量

較輕的假幣與不同數量的真幣中，以最少秤量步數找出假幣的方法並證明。 

壹、前言 

一、研究動機 

                去年暑假，我們上網搜尋數學報告的資料時，發現在科學研習雙月刊 

         上這篇森棚教官的數學專欄「奇怪天秤」。在初步地研究後，我們發現這 

         篇專欄內容十分有趣，因此在老師的指導下，開始更深入地去做探索和研 

         究。 

 

【定義】：設真幣為 T，假幣為 F，且重量 T>F，k 為硬幣數    ，    。 

二、目的 

(一)若天秤左臂長：右臂長＝1：2，求各種情況下找出假幣的最少秤量步數為 

      何？ 

(二)若天秤左臂長：右臂長＝1：3，求各種情況下找出假幣的最少秤量步數為 

      何？ 
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(三)若天秤左臂長：右臂長＝1：b     ， ＜ ，   ＋  ，求各種情況下找

出假幣的最少秤量步數為何？ 

(四)若天秤左臂長：右臂長＝2：3，求各種情況下找出假幣的最少秤量步數為 

          何？ 

(五)若天秤左臂長：右臂長＝2：5，求各種情況下找出假幣的最少秤量步數為 

          何？ 

(六)若天秤左臂長：右臂長＝2：b     ， ＜ ，  ，  ＝ ，   ＋  ，求 

各種情況下找出假幣的最少秤量步數為何？    

(七)若天秤左臂長：右臂長＝a：b   、   ， ＜ ＜ ，  ，  ＝ ，   ＋   

，求各種情況下找出假幣的最少秤量步數為何？ 

三、文獻回顧 

(一) 第 47 屆全國中小學科展＜圖窮幣現＞。 

此作品是從討論著名的 12 硬幣問題開始，使用等臂天秤從 T 個硬 

           幣中找出 1 個假幣並判斷輕重，進而發想出使用三臂等臂天秤的方式從 

           T 個硬幣中找出 2 個假幣並判斷輕重，後來還嘗試從 T 個硬幣中找出 k 

          個假幣並判斷輕重，但是方法不是最理想，因此結果有誤差。我們使用 

          的是一個左臂和右臂長度比例不同的天秤，在一個重量較輕的假幣與不 

          同數量的真幣中，以最少秤量步數找出假幣，所以該作品的天秤和假幣 

          條件與我們不同，研究結果也不相同。 

   (二) 數學傳播 31 卷 4 期＜假幣問題及其解法＞。 

                  此作品是在討論著名的 12 硬幣問題，作者利用 3 進制－1、0、1 來 

           編號硬幣放在等臂天秤上的位置，並從 12 個硬 幣中找出 1 個假幣並判斷 

           輕重。我們使用的是一個左臂和右臂長度比例不同的天秤，在一個重量 

          較輕的假幣與不同數量的真幣中，以最少秤量步數找出假幣，所以該作品 

          的天秤和假幣條件與我們不同，研究結果也不相同。 

貳、研究設備及器材 

紙、筆、電腦。 

參、研究過程或方法 



3 
 

一、若天秤左臂長：右臂長＝1：2，求各種情況下找出假幣的最少秤量步數 

     為何？ 

    (一) k＝2 (此處三種情況為 T>2F、T<2F、T＝2F) 

        1. T>2F 

          (1)情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 T F 向左 T>2F，右邊為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。  

          (2)情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 F T 向右 F<2T，左邊為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。 

        2.T<2F 

          (1)情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 T F 向右 T<2F，右邊為假幣 

(2)情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 F T 向右 F<2T，左邊為假幣 

由於二種情況皆向右傾斜，無法辨識假幣位置，此情況無解。 

        3.T＝2F 

          (1)情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 T F 水平 T＝2F，右邊為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。 

(2)情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 F T 向右 F<2T，左邊為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。 

小結：由上面的研究過程可知，k＝2 時無解。 

    (二) k＝3  
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        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F 向左 2T>2F，右邊為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。 

 2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 TF T 向右 TF<2T，從左邊任取一幣與右邊真幣交換 

二(1) TF T 向右 TF<2T，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 2T F 向左 2T>2F，取的為假幣 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。 

小結：由上面的研究過程可知，k＝3 時最少秤量步數為 2 步。 

    (三) k＝4 (先從中任取 3 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F 向左 2T>2F，右邊為假幣 

           只需秤量 1 步即可找出假幣。  

        2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 TF T 向右 TF<2T，從左邊任取一幣與右邊真幣交換 

二(1) TF T 向右 TF<2T，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 2T F 向左 2T>2F，取的為假幣 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T T 水平 2T＝2T，先前未取的為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。 

小結：由上面的研究過程可知，k＝4 時最少秤量步數為 2 步。 

    (四) k＝5 (先從中任取 3 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F 向左 2T>2F，右邊為假幣 

         只需秤量 1 步即可找出假幣。  

        2.情況二 
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步驟 左 右 傾斜 說明 

一 TF T 向右 
TF<2T，先前未取的 2T 放在左邊，從左邊 TF 任

取一幣取代右邊真幣 

二(1) 2T T 水平 2T＝2T，剩下的為假幣 

二(2) 2T F 向左 2T>2F，右邊為假幣 

          只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T T 水平 
2T＝2T，從先前未取的 TF 任取一幣取代右邊真

幣 

二(1) 2T T 水平 2T＝2T，剩下的為假幣 

二(2) 2T F 向左 2T>2F，右邊為假幣 

只需秤量 2 步即可找出假幣。 

          小結：由上面的研究過程可知，k＝5 時最少秤量步數為 2 步。 

    (五)結論： 

          綜合(一) ~ (四)小結，我們得到以下結果： 

【性質 1】：設 k 為硬幣數    ，    ，    為 k 個硬幣在二臂長為 1：2

的天秤中找出假幣之最少秤量步數，其公式為：    ＝     ＝     ＝ ， 

     ＝     ＋  ＝     ＋  ＝      ＋      ，    。 

【證明 1】：  

  1.  ＝    

    (1)情況一：天秤倒向左邊，只需秤量      步即可找出假幣。 

                                                   ＋  

 

                                 >                   ＋   

    (2)情況二： 天秤倒向右邊，只需秤量       步即可找出假幣。 

                               ＋        
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                  ＋        <                  

        小結：由上面的研究過程可知，     ＝     ＋ 。 

  2.  ＝  ＋  (先從中取  個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一： 天秤維持水平，只需秤量 1 步即可找出假幣。 

                                      

 

                                                ＝                     

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，    ＋  ＝     ＋ 。 

  3.  ＝  ＋  (先從中取  個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一： 天秤維持水平，最少秤量步數為 2 步。 

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，    ＋  ＝     ＋ 。 

  綜合以上過程，     ＝    ＋  ＝    ＋  ＝     ＋      ，    。 

並整理出以下關係表格：(可解答位於科學研習雙月刊上的原始問題) 

硬幣數 最少秤量步數 首數 首數 3 說明 

3~5 2     1  

6~8 3     2 
  

 

 
無條件進位得  

9~14 4     3 
  

 

 
無條件進位得  

15~23 5     5 
  

 

 
無條件進位得  

24~35 6     8 
  

 

 
無條件進位得  

36~53 7      12 
     

 

 
無條件進位得   

 …   …  …  …     … 

二、若天秤左臂長：右臂長＝1：3，求各種情況下找出假幣的最少秤量步數 

     為何？ 
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    (一) k＝2 (此處三種情況為 T>3F、T<3F、T＝3F) 

        1.T>3F 

          (1)情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 T F 向左 T>3F，右邊為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。  

          (2)情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 F T 向右 F<3T，左邊為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。 

2.T<3F 

          (1)情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 T F 向右 T<3F，右邊為假幣 

          (2)情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 F T 向右 F<3T，左邊為假幣 

由於二種情況皆向右傾斜，無法辨識假幣位置，此情況無解。 

        3.T＝3F 

          (1)情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 T F 水平 T＝3F，右邊為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。 

          (2)情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 F T 向右 F<3T，左邊為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。 

小結：由上面的研究過程可知，k＝2 時無解。 

    (二) k＝3 (此處三種情況為 2T<3F、2T>3F、2T＝3F) 

        1.2T>3F 

          (1)情況一 
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步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F 向左 2T>3F，右邊為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。 

(2)情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 TF T 向右 TF<3T，從左邊任取一幣與右邊真幣交換 

二(1) TF T 向右 TF<3T，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 2T F 向左 2T>3F，取的為假幣 

只需秤量 2 步即可找出假幣。 

 2.2T<3F 

(1)情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F 向右 2T<3F，右邊為假幣 

 (2)情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 TF T 向右 TF<3T，從左邊任取一幣與右邊真幣交換 

二(1) TF T 向右 TF<3T，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 2T F 向右 2T<3F，取的為假幣 

由於二種情況皆向右傾斜，無法辨識假幣位置，此情況無解。 

3.2T＝3F 

(1)情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F 水平 2T＝3F，右邊為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。 

(2)情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 TF T 向右 TF<3T，從左邊任取一幣與右邊真幣交換 

二(1) TF T 向右 TF<3T，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 2T F 向左 2T>3F，取的為假幣 

只需秤量 2 步即可找出假幣。 

小結：由上面的研究過程可知，k＝3 時無解。 

    (三) k＝4 
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        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T F 向左 3T>3F，右邊為假幣 

           只需秤量 1 步即可找出假幣。  

        2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F T 向右 2T F<3T，從左邊任取一幣與右邊真幣交換 

二(1) 2T F T 向右 2T F<3T，取的為真幣，再交換一次 

二(2) 3T F 向左 3T>3F，取的為假幣 

三 2T F T 向右 2T F<3T，取的為真幣，剩下的為假幣 

只需秤量 3 步即可找出假幣。 

小結：由上面的研究過程可知，k＝4 時最少秤量步數為 3 步。 

    (四) k＝5 (先從中任取 4 個硬幣) 

         1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T F 向左 3T>3F，右邊為假幣 

           只需秤量 1 步即可找出假幣。  

        2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F T 向右 2T F<3T，從左邊任取一幣與右邊真幣交換 

二(1) 2T F T 向右 2T F<3T，取的為真幣，再交換一次 

二(2) 3T F 向左 3T>3F，取的為假幣 

三 2T F T 向右 2T F<3T，取的為真幣，剩下的為假幣 

           只需秤量 3 步即可找出假幣。 

        3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T T 水平 3T＝3T，先前未取的為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。 

小結：由上面的研究過程可知，k＝5 時最少秤量步數為 3 步。 

    (五) k＝6 (先從中任取 4 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T F 向左 3T>3F，右邊為假幣 
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           只需秤量 1 步即可找出假幣。  

        2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F T 向右 2T F<3T，從左邊任取一幣與右邊真幣交換 

二(1) 2T F T 向右 2T F<3T，取的為真幣，再交換一次 

二(2) 3T F 向左 3T>3F，取的為假幣 

三 2T F T 向右 2T F<3T，取的為真幣，剩下的為假幣 

           只需秤量 3 步即可找出假幣。 

        3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T T 水平 
3T＝3T，先前未取的 TF 分別取代左右邊各一個

真幣 

二(1) 3T F 向左 3T>3F，右邊為假幣 

二(2) 2T F T 向右 2T F<3T，左邊新放的為假幣 

只需秤量 2 步即可找出假幣。 

小結：由上面的研究過程可知，k＝6 時最少秤量步數為 3 步。 

    (六) k＝7 (先從中任取 4 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T F 向左 3T>3F，右邊為假幣 

           只需秤量 1 步即可找出假幣。 

        2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F T 向右 2T F<3T，從左邊任取一幣與右邊真幣交換 

二(1) 2T F T 向右 2T F<3T，取的為真幣，再交換一次 

二(2) 3T F 向左 3T>3F，取的為假幣 

三 2T F T 向右 2T F<3T，取的為真幣，剩下的為假幣 

           只需秤量 3 步即可找出假幣。 

        3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T T 水平 
3T＝3T，從先前未取的 2T F 任取兩幣取代左右

邊各一個真幣 

二(1) 3T F 向左 3T>3F，右邊為假幣 

二(2) 2T F T 向右 2T F<3T，左邊新放的為假幣 
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二(3) 3T  T 水平 3T＝3T，取的為真幣，剩下的為假幣 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。 

小結：由上面的研究過程可知，k＝7 時最少秤量步數為 3 步。 

    (七)結論： 

           綜合(一) ~ (六)小結，我們得到以下結果： 

【性質 2】：設 k 為硬幣數    ，    ，    為 k 個硬幣在二臂長為 1：3

的天秤中找出假幣之最少秤量步數，其公式為：

    ＝     ＝     ＝     ＝ ，     ＝     ＋  ＝     ＋  ＝    ＋   

＝      ＋      ，    。 

【證明 2】：  

  1.  ＝    

    (1)情況一：天秤倒向左邊，只需秤量      步即可找出假幣。 

                                                  ＋  

 

            >             3     ＋   

    (2)情況二： 天秤倒向右邊，只需秤量       步即可找出假幣。 

                               ＋        

 

                ＋          <   3   

        小結：由上面的研究過程可知，      ＝     ＋ 。 

  2.  ＝  ＋  (先從中取 4 個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一： 天秤維持水平，只需秤量 1 步即可找出假幣。 
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                                                  ＝                      

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。 

  3.  ＝  ＋  (先從中取 4 個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一：天秤維持水平，最少秤量步數為 2 步。 

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。 

  4.  ＝  ＋  (先從中取 4 個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一：天秤維持水平，最少秤量步數為 2 步。 

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。 

  綜合以上過程，     ＝    ＋  ＝    ＋  ＝    ＋  ＝     ＋   

      ，    。 

並整理出以下關係表格： 

硬幣數 最少秤量步數 首數 首數 4 說明 

4~7 3     1  

8~11 4     2 
  

 

 
無條件進位得  

12~15 5     3 
  

 

 
無條件進位得  

16~23 6     4 
  

 

 
無條件進位得  

24~31 7     6 
  

 

 
無條件進位得  

32~43 8     8 
  

 

 
無條件進位得  

 …   …  …  …     … 

三、若天秤左臂長：右臂長＝1：b     ， ＜ ，   ＋  ，求各種情況下 

找出假幣的最少秤量步數為何？ 

    (一)首先，我們可以綜合目的一和二的研究過程和結果，推導出下列性質： 
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【性質 3】：設 k 為硬幣數    ，   ＋  ，    為 k 個硬幣在二臂長為

1：b     ， ＜  的天秤中找出假幣之最少秤量步數，其公式為：

   ＋  ＝    ＋  ＝      ＝    ＋  ＝ ，    ＋    ＝    ＋   ＋   

＝      ＝    ＋   ＋  ＝     ＋      ，    。 

【證明 3】：證明過程同證明 1 和 2。 

    (二) 接著，我們作一數列<  >＝  、  、……、  ，其中   ＝1，且  ＝ 

                   
 ＋ 

 
 ，再將<  >中的每一項同乘以  ＋  ，得另一數列<  >＝ 

   、  、……、  ，並整理出以下關係表格： 

硬幣數 最少秤量步數 首數 首數   ＋   說明 

          b        

           ＋        
    

 ＋ 

 
 ＝    

           ＋        
    

 ＋ 

 
 ＝    

  …   …  …  …     … 

             ＋ －            
      

 ＋ 

 
 ＝      

             ＋ －        
      

 ＋ 

 
 ＝    

四、若天秤左臂長：右臂長＝2：3，求各種情況下找出假幣的最少秤量步數為 

        何？ 

    (一) k＝2、3、4 

小結：由於會有情況傾斜皆相同，無法辨識假幣位置，此三種情況無解。   

    (二) k＝5 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T TF 向左 6T>3T3F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換 

二(1) 3T TF 向左 6T>3T3F，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 2T F 2T 向右 4T2F<6T，取的為假幣 

只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        2.情況二 
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步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F 2T 向右 4T2F<6T，從左邊任取一幣與右邊真幣交換 

二(1) 2T F 2T 向右 4T2F<6T，取的為真幣，再交換一次 

二(2) 3T TF 向左 6T>3T3F，取的為假幣 

三 2T F T 向右 4T2F<6T，取的為真幣，剩下的為假幣 

           只需秤量 3 步即可找出假幣。 

小結：由上面的研究過程可知，k＝5 時最少秤量步數為 3 步。 

    (三) k＝6 (先從中任取 5 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T 2T 水平 6T＝6T，先前未取的為假幣 

           只需秤量 1 步即可找出假幣。 

 2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T TF 向左 6T>3T3F，同 k＝5 情況一 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。 

3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F 2T 向右 4T2F<6T，同 k＝5 情況二 

           只需秤量 3 步即可找出假幣。 

         小結：由上面的研究過程可知，k＝6 時最少秤量步數為 3 步。 

    (四) k＝7 (先從中任取 5 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T 2T 水平 
6T＝6T，從先前未取的 TF 任取一幣與左邊真幣

交換 

二(1) 3T 2T 水平 6T＝6T，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 2T F 2T   向右 4T2F<6T，取的為假幣 

只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T TF 向左 6T>3T3F，同 k＝5 情況一 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。 
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        3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F 2T 向右 4T2F<6T，同 k＝5 情況二 

           只需秤量 3 步即可找出假幣。 

         小結：由上面的研究過程可知，k＝7 時最少秤量步數為 3 步。 

    (五) k＝8 (先從中任取 5 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T 2T 水平 
6T＝6T，從先前未取的 2T F 任取兩幣取代左右

邊各一個真幣 

二(1) 3T TF 向左 6T>3T3F，右邊新放的為假幣 

二(2) 2T F 2T 向右 4T2F<6T，左邊新放的為假幣 

二(3) 3T 2T 水平 6T＝6T，取的為真幣，剩下的為假幣 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T TF 向左 6T>3T3F，同 k＝5 情況一 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F 2T 向右 4T2F<6T，同 k＝5 情況二 

           只需秤量 3 步即可找出假幣。 

         小結：由上面的研究過程可知，k＝8 時最少秤量步數為 3 步。  

    (六) k＝9 (先從中任取 5 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T 2T 水平 
6T＝6T，從先前未取的 3T F 任取三幣取代左邊

兩個和右邊一個真幣 

二(1) 3T TF 向左 6T>3T3F，右邊新放的為假幣 

二(2) 2T F 2T 向右 
4T2F<6T， 從左邊新放的 TF 再任取一幣與右邊

真幣交換 

二(3) 3T 2T 水平 6T＝6T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(1) 2T F 2T 向右 4T2F<6T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(2) 3T TF 向左 6T>3T3F，取的為假幣 
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           只需秤量 3 步即可找出假幣。 

2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 3T TF 向左 6T>3T3F，同 k＝5 情況一 

只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 2T F 2T 向右 4T2F<6T，同 k＝5 情況二 

           只需秤量 3 步即可找出假幣。 

         小結：由上面的研究過程可知，k＝9 時最少秤量步數為 3 步。 

    (七)結論： 

          綜合(一) ~ (六)小結，我們得到以下結果： 

【性質 4】：設 k 為硬幣數    ，    ，    為 k 個硬幣在二臂長為 2：3

的天秤中找出假幣之最少秤量步數，其公式為：

    ＝     ＝     ＝     ＝     ＝ ，     ＝     ＋  ＝     ＋   

＝    ＋   ＝    ＋  ＝      ＋      ，    。 

【證明 4】：  

  1.  ＝    

    (1)情況一：天秤倒向左邊，只需秤量       步即可找出假幣。 

                                                   ＋  

 

    6       >             6     ＋   

    (2)情況二： 天秤倒向右邊，只需秤量       步即可找出假幣。 

                               ＋         

 

                 ＋           <   6   
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        小結：由上面的研究過程可知，     ＝     ＋ 。 

  2.  ＝  ＋  (先從中取 5 個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一： 天秤維持水平，只需秤量 1 步即可找出假幣。 

                                          

 

                                                  ＝                  6   

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。 

  3.  ＝  ＋  (先從中取 5 個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一：天秤維持水平，只需秤量 2 步即可找出假幣。 

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。 

  4.  ＝  ＋  (先從中取 5 個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一：天秤維持水平，只需秤量 2 步即可找出假幣。 

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。 

  5.  ＝  ＋  (先從中取 5 個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一：天秤維持水平，只需秤量 3 步即可找出假幣。 

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。 

  綜合以上過程，     ＝    ＋  ＝    ＋  ＝    ＋  ＝    ＋     

  ＝     ＋        ，    。 

並整理出以下關係表格： 

硬幣數 最少秤量步數 首數 首數   說明 

5~9 3     1  

10~19 4     2 
  

 

 
無條件進位得  
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20~34 5     4 
  

 

 
無條件進位得  

35~59 6     7 
  

 

 
無條件進位得  

60~99 7        12 
     

 

 
無條件進位得   

100~169 8        20 
   

 

 
無條件進位得   

 …   …  …  …     … 

五、若天秤左臂長：右臂長＝2：5，求各種情況下找出假幣的最少秤量步數為 

        何？ 

    (一) k＝2、3、4、5、6 

小結：由於會有情況傾斜皆相同，無法辨識假幣位置，此五種情況無解。   

    (二) k＝7 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 5T TF 向左 10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換 

二(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為假幣 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 4T F 2T 向右 8T2F<10T，從左邊任取兩幣與右邊真幣交換 

二(1) 4T F 2T 向右 
8T2F<10T，取的為真幣，從先前未取的 2T F 任

取兩幣再交換一次 

二(2) 5T TF 向左 
10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換，下

一步就可以找出假幣 

三(1) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(2) 5T TF 向左 10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換 

四(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為真幣，剩下的為假幣 

四(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為假幣 

           只需秤量 4 步即可找出假幣。 

        小結：由上面的研究過程可知，k＝7 時最少秤量步數為 4 步。 

    (三) k＝8(先從中任取 7 個硬幣) 

        1.情況一 
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步驟 左 右 傾斜 說明 

一 5T 2T 水平 10T＝10T，先前未取的為假幣 

只需秤量 1 步即可找出假幣。 

        2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 5T TF 向左 10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換 

二(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為假幣 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 4T F 2T 向右 8T2F<10T，從左邊任取兩幣與右邊真幣交換 

二(1) 4T F 2T 向右 
8T2F<10T，取的為真幣，從先前未取的 2T F 任

取兩幣再交換一次 

二(2) 5T TF 向左 
10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換，下

一步就可以找出假幣 

三(1) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(2) 5T TF 向左 10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換 

四(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為真幣，剩下的為假幣 

四(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為假幣 

           只需秤量 4 步即可找出假幣。 

          小結：由上面的研究過程可知，k＝8 時最少秤量步數為 4 步。 

    (四) k＝9(先從中任取 7 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 5T 2T 水平 
10T＝10T，從先前未取的 TF 任取一幣與左邊真

幣交換 

二(1) 5T 2T 水平 10T＝10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為假幣 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。           

        2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 5T TF 向左 10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換 

二(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為假幣 
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           只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 4T F 2T 向右 8T2F<10T，從左邊任取兩幣與右邊真幣交換 

二(1) 4T F 2T 向右 
8T2F<10T，取的為真幣，從先前未取的 2T F 任

取兩幣再交換一次 

二(2) 5T TF 向左 
10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換，下

一步就可以找出假幣 

三(1) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(2) 5T TF 向左 10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換 

四(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為真幣，剩下的為假幣 

四(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為假幣 

           只需秤量 4 步即可找出假幣。 

          小結：由上面的研究過程可知，k＝9 時最少秤量步數為 4 步。 

    (五) k＝10(先從中任取 7 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 5T 2T 水平 
10T＝10T，從先前未取的 2T F 任取兩幣取代左

右邊各一個真幣 

二(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，右邊新放的為假幣 

二(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，左邊新放的為假幣 

二(3) 5T 2T 水平 10T＝10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 5T TF 向左 10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換 

二(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為假幣 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 4T F 2T 向右 8T2F<10T，從左邊任取兩幣與右邊真幣交換 

二(1) 4T F 2T 向右 
8T2F<10T，取的為真幣，從先前未取的 2T F 任

取兩幣再交換一次 
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二(2) 5T TF 向左 
10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換，下

一步就可以找出假幣 

三(1) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(2) 5T TF 向左 10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換 

四(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為真幣，剩下的為假幣 

四(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為假幣 

           只需秤量 4 步即可找出假幣。 

          小結：由上面的研究過程可知，k＝10 時最少秤量步數為 4 步。 

    (六) k＝11(先從中任取 7 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 5T 2T 水平 
10T＝10T，從先前未取的 3T F 任取三幣取代左

邊兩個和右邊一個真幣 

二(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，右邊新放的為假幣 

二(2) 4T F 2T 向右 
8T2F<10T， 從左邊新放的 TF 再任取一幣與右邊

真幣交換 

二(3) 5T 2T 水平 10T＝10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(1) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(2) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為假幣 

           只需秤量 3 步即可找出假幣。 

         2.情況二 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 5T TF 向左 10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換 

二(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為真幣，剩下的為假幣 

二(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為假幣 

           只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        3.情況三 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 4T F 2T 向右 8T2F<10T，從左邊任取兩幣與右邊真幣交換 

二(1) 4T F 2T 向右 
8T2F<10T，取的為真幣，從先前未取的 2T F 任

取兩幣再交換一次 

二(2) 5T TF 向左 
10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換，下

一步就可以找出假幣 

三(1) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(2) 5T TF 向左 10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換 

四(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為真幣，剩下的為假幣 
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四(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為假幣 

           只需秤量 4 步即可找出假幣。 

          小結：由上面的研究過程可知，k＝11 時最少秤量步數為 4 步。 

    (七) k＝12(先從中任取 7 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 5T 2T 水平 
10T＝10T，從先前未取的 4T F 任取四幣取代左

右邊各兩個真幣 

二(1) 5T TF 向左 
10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換，下

一步就可以找出假幣 

二(2) 4T F 2T 向右 
8T2F<10T， 從左邊新放的 TF 再任取一幣與右邊

真幣交換 

二(3) 5T 2T 水平 10T＝10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(1) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(2) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為假幣 

           只需秤量 3 步即可找出假幣。 

        2.情況二，同 k＝7 情況一，只需秤量 2 步即可找出假幣。 

        3.情況三，同 k＝7 情況二，只需秤量 4 步即可找出假幣。 

          小結：由上面的研究過程可知，k＝12 時最少秤量步數為 4 步。 

    (八) k＝13(先從中任取 7 個硬幣) 

        1.情況一 

步驟 左 右 傾斜 說明 

一 5T 2T 水平 
10T＝10T，從先前未取的 5T F 任取五幣取代左

邊三個和右邊兩個真幣 

二(1) 5T TF 向左 
10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換，下

一步就可以找出假幣 

二(2) 4T F 2T 向右 
8T2F<10T， 從左邊新放的 2T F 再任取兩幣與右

邊真幣交換 

二(3) 5T 2T 水平 10T＝10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(1) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為真幣，剩下的為假幣 

三(2) 5T TF 向左 10T>5T5F，從右邊任取一幣與左邊真幣交換 

四(1) 5T TF 向左 10T>5T5F，取的為真幣，剩下的為假幣 

四(2) 4T F 2T 向右 8T2F<10T，取的為假幣 

           只需秤量 4 步即可找出假幣。 

        2.情況二，同 k＝7 情況一，只需秤量 2 步即可找出假幣。 
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        3.情況三，同 k＝7 情況二，只需秤量 4 步即可找出假幣。 

          小結：由上面的研究過程可知，k＝13 時最少秤量步數為 4 步。 

    (九)結論： 

          綜合(一) ~ (八)小結，我們得到以下結果： 

【性質 5】：設 k 為硬幣數    ，    ，    為 k 個硬幣在二臂長為 2：5

的天秤中找出假幣之最少秤量步數，其公式為：

    ＝     ＝     ＝      ＝      ＝      ＝      ＝ ，     ＝     ＋   

＝     ＋  ＝    ＋  ＝    ＋  ＝    ＋  ＝    ＋  ＝      ＋  

    ，    。 

【證明 5】：  

  1.  ＝    

    (1)情況一：天秤倒向左邊，只需秤量       步即可找出假幣。 

                                                   ＋  

 

             >                    ＋   

    (2)情況二： 天秤倒向右邊，只需秤量       步即可找出假幣。 

                               ＋                   

 

                  ＋           <                

        小結：由上面的研究過程可知，     ＝     ＋ 。 

  2.  ＝  ＋  (先從中取  個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一： 天秤維持水平，只需秤量 1 步即可找出假幣。 
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                                                   ＝                       

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。 

  3.  ＝  ＋  (先從中取  個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一：天秤維持水平，只需秤量 2 步即可找出假幣。 

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。 

  4.  ＝  ＋  (先從中取  個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一：天秤維持水平，只需秤量 2 步即可找出假幣。 

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。 

  5.  ＝  ＋  (先從中取  個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一：天秤維持水平，只需秤量 3 步即可找出假幣。 

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。 

  6.  ＝  ＋  (先從中取  個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一：天秤維持水平，只需秤量 3 步即可找出假幣。 

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。    

7.  ＝  ＋  (先從中取  個硬幣放在天秤上) 

    (1)情況一：天秤維持水平，只需秤量 4 步即可找出假幣。 

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝   的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋  ＝     ＋ 。 

  綜合以上過程，     ＝     ＋  ＝     ＋  ＝    ＋  ＝    ＋   

＝    ＋  ＝    ＋  ＝      ＋      ，    。 

並整理出以下關係表格： 

硬幣數 最少秤量步數 首數 首數   說明 
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7~13 4     1  

14~20 5     2 
  

 

 
無條件進位得  

21~34 6     3 
  

 

 
無條件進位得  

35~48 7     5 
  

 

 
無條件進位得  

49~69 8     7 
  

 

 
無條件進位得  

70~97 9      10 
     

 

 
無條件進位得   

 …   …  …  …     … 

六、若天秤左臂長：右臂長＝2：b     ， ＜ ，  ，  ＝ ，   ＋  ， 

求各種情況下找出假幣的最少秤量步數為何？ 

(一)首先，我們可以綜合目的四和五的研究過程和結果，推導出下列性質： 

【性質 6】：設 k 為硬幣數    ，   ＋  ，    為 k 個硬幣在二臂長為

2：b     ， ＜ ，  ，  ＝  的天秤中找出假幣之最少秤量步數，其公式

為：   ＋  ＝    ＋  ＝      ＝    ＋  ＝
 ＋ 

 
，    ＋    ＝ 

     ＋   ＋  ＝      ＝    ＋   ＋ ＋  ＝     ＋      ，    。 

【證明 6】： 

  1.  ＝     

    (1)情況一：天秤倒向左邊，只需秤量 2 步即可找出假幣。 

                                                    

 

            >               ＋   

    (2)情況二： 天秤倒向右邊，將左臂上的硬幣兩兩分組，依序和右臂上的 2T 

交換，由於  ，  ＝ ， 為奇數，只需秤量 ＋
   

 
＋ ＝

 ＋ 

 
步即可找 

出假幣。 

                              ＋                    
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                 ＋           <               

小結：由上面的研究過程可知，      ＝
 ＋ 

 
。 

  2.後面證明過程同證明 4 和 5。 

    (二) 接著，我們作一數列<  >＝  、  、……、  ，其中   ＝1，且  ＝ 

                   
 ＋ 

 
 ，再將<  >中的每一項同乘以  ＋  ，得另一數列<  >＝ 

   、  、……、  ，並整理出以下關係表格： 

硬幣數 最少秤量步數 首數 首數   ＋   說明 

           ＋ 

 
 

       

           ＋ 

 
＋  

      
    

 ＋ 

 
 ＝    

           ＋ 

 
＋  

      
    

 ＋ 

 
 ＝    
  …   …  …  …     … 

             ＋ 

 
＋ －  

          
      

 ＋ 

 
 ＝      

             ＋ 

 
＋ －  

      
      

 ＋ 

 
 ＝    

七、若天秤左臂長：右臂長＝a：b   、   ， ＜ ＜ ，  ，  ＝ ，  

           ＋  ，求各種情況下找出假幣的最少秤量步數為何？ 

(一)首先，我們可以綜合目的一到六的研究過程和結果，推導出下列性質： 

【性質 7】：設 k 為硬幣數    ，   ＋   ，    為 k 個硬幣在二臂長為

a：b    、   ， ＜ ＜ ，  ，  ＝   的天秤中找出假幣之最少秤量步數，

其公式為： (1)若 b 為奇數，   ＋  ＝    ＋ ＋  ＝      ＝    ＋   

  ＝
 ＋ 

 
；(2)若 b 為偶數，   ＋  ＝    ＋ ＋  ＝      ＝    ＋   
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  ＝
 ＋ 

 
，    ＋    ＝     ＋   ＋  ＝      ＝    ＋   ＋ ＋     

＝     ＋      ，    。 

【證明 7】： 

  1.  ＝    

    (1) 若 b 為奇數，證明過程同證明 6。 

(2)若 b 為偶數，由於兩兩分組，依序和右臂上的 2T 交換，只需秤量 

       ＋
 

 
＋ ＝

 ＋ 

 
步即可找出假幣。 

  2.  ＝  ＋    

  (1)情況一：天秤倒向左邊，只需秤量       步即可找出假幣。 

                                                   ＋  

 

             >                    ＋   

  (2)情況二： 天秤倒向右邊，只需秤量       步即可找出假幣。 

                               ＋                   

 

                  ＋           <                

        小結：由上面的研究過程可知，    ＋    ＝     ＋ 。 

  3.  ＝  ＋   ＋ (先從中取  ＋  個硬幣放在天秤上) 

  (1)情況一：天秤維持水平，只需秤量 1 步即可找出假幣。 

                                                      

 

             ＝                     

     (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝  ＋    的情況。 

         小結：由上面的研究過程可知，     ＋   ＋  ＝     ＋ 。 
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   4.  ＝  ＋   ＋ (先從中取  ＋  個硬幣放在天秤上) 

  (1)情況一：天秤維持水平，只需秤量 2 步即可找出假幣。 

     (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝  ＋    的情況。 

         小結：由上面的研究過程可知，     ＋   ＋  ＝     ＋ 。 

   5.  ＝  ＋   ＋  ＋    (先從中取  ＋  個硬幣放在天秤上) 

  (1)情況一：天秤維持水平 

i. 若 ＋             ，將剩下的硬幣每次抽取 4 個兩兩分組與左臂上 

的硬幣交換，所需的步數為 
 ＋   

 
＋ ＝

 ＋ ＋ 

 
，但是   ＋  ＝ 

  ＋ 

 
>

 ＋ ＋ 

 
或    ＋  ＝

  ＋ 

 
 

 ＋ ＋ 

 
。 

       ii. 若 ＋             ，所需的步數為 
 ＋   

 
＋ ＝

 ＋ ＋ 

 
，但是 

                ＋  ＝
  ＋ 

 
>

 ＋ ＋ 

 
或    ＋  ＝

  ＋ 

 
 

 ＋ ＋ 

 
。 

      iii. 若 ＋             ，所需的步數為 
 ＋   

 
＋ ＝

 ＋ ＋ 

 
，但是 

                ＋  ＝
  ＋ 

 
>

 ＋ ＋ 

 
或    ＋  ＝

  ＋ 

 
 

 ＋ ＋ 

 
。 

      iv. 若 ＋             ，所需的步數為 
 ＋   

 
＋ ＝

 ＋ 

 
，但是 

                ＋  ＝
  ＋ 

 
>

 ＋ 

 
或    ＋  ＝

  ＋ 

 
 

 ＋ 

 
。 

 由上可知，無論任何情況，所需的步數不會大於      ＋ 。 

    (2)情況二：假幣在天秤上，同  ＝  ＋    的情況。 

        小結：由上面的研究過程可知，     ＋   ＋  ＋     ＝     ＋ 。 

  綜合以上過程，    ＋    ＝     ＋   ＋  ＝      ＝    ＋   ＋ ＋     

＝     ＋      ，    。 

  (二) 接著，我們作一數列<  >＝  、  、……、  ，其中   ＝1，且  ＝ 

                   
 ＋ 

 
 ，再將<  >中的每一項同乘以  ＋  ，得另一數列<  >＝ 

   、  、……、  ，並整理出以下關係表格： 

硬幣數 最少秤量步數 首數 首數

   ＋   

說明 

b 為奇數 b 為偶數 
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           ＋ 

 
 

 ＋ 

 
        

           ＋ 

 
＋  

 ＋ 

 
＋        

    
 ＋ 

 
 ＝    

           ＋ 

 
＋  

 ＋ 

 
＋        

    
 ＋ 

 
 ＝    

 …   …   …  …  …    … 

             ＋ 

 
＋ －  

 ＋ 

 
＋ －            

      
 ＋ 

 
 ＝      

             ＋ 

 
＋ －  

 ＋ 

 
＋ －        

      
 ＋ 

 
 ＝    

肆、研究結果 

【性質 1】：設 k 為硬幣數    ，    ，    為 k 個硬幣在二臂長為 1：2  

  的天秤中找出假幣之最少秤量步數，其公式為：    ＝     ＝     ＝ ， 

        ＝     ＋  ＝     ＋  ＝      ＋      ，    。 

【性質 2】：設 k 為硬幣數    ，    ，    為 k 個硬幣在二臂長為 1：3 

  的天秤中找出假幣之最少秤量步數，其公式為：    ＝     ＝     ＝     ＝  

  ，     ＝     ＋  ＝     ＋  ＝    ＋  ＝      ＋      ，    。 

【性質 3】：設 k 為硬幣數    ，   ＋  ，    為 k 個硬幣在二臂長為 

   1：b     ， ＜  的天秤中找出假幣之最少秤量步數，其公式為：   

      ＋  ＝    ＋  ＝      ＝    ＋  ＝ ，    ＋    ＝    ＋   ＋   

   ＝      ＝    ＋   ＋  ＝     ＋      ，    。 

【性質 4】：設 k 為硬幣數    ，    ，    為 k 個硬幣在二臂長為 2：3 

  的天秤中找出假幣之最少秤量步數，其公式為：  

       ＝     ＝     ＝     ＝     ＝ ，     ＝     ＋  ＝     ＋   

  ＝    ＋   ＝    ＋  ＝      ＋      ，    。 

【性質 5】：設 k 為硬幣數    ，    ，    為 k 個硬幣在二臂長為 2：5 

  的天秤中找出假幣之最少秤量步數，其公式為：    ＝     ＝     ＝       

  ＝      ＝      ＝      ＝ ，     ＝     ＋  ＝     ＋  ＝    ＋   

  ＝    ＋  ＝    ＋  ＝    ＋  ＝      ＋      ，    。 
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【性質 6】：設 k 為硬幣數    ，   ＋  ，    為 k 個硬幣在二臂長為 

  2：b     ， ＜ ，  ，  ＝  的天秤中找出假幣之最少秤量步數，其公式  

 為：   ＋  ＝    ＋  ＝      ＝    ＋  ＝
 ＋ 

 
，    ＋    ＝ 

     ＋   ＋  ＝      ＝    ＋   ＋ ＋  ＝     ＋      ，    。 

【性質 7】：設 k 為硬幣數    ，   ＋   ，    為 k 個硬幣在二臂長為 

 a：b    、   ， ＜ ＜ ，  ，  ＝   的天秤中找出假幣之最少秤量步數，

其公式為： (1)若 b 為奇數，   ＋  ＝    ＋ ＋  ＝      ＝    ＋   

1＝b＋32；(2)若 b 為偶數，fa＋b＝ fa＋b＋1＝......＝f2a＋2b 1＝b＋42，fa＋

bn＝ fa＋bn＋1＝......＝fa＋bn＋a＋b 1 

＝     ＋      ，    。 

伍、討論 

        我們已經成功推導出使用一個左臂和右臂長度比例不同的天秤，在一個重

量較輕的假幣與不同數量的真幣中，以最少秤量步數找出假幣的方法並證明。

將來還可以繼續增加假幣個數，進行更深入地研究與探討。 

陸、結論 

        我們剛開始研究「奇怪天秤」的原始題目時，左右臂長比例為 1：2。接著 

，我們就延伸並改變左右臂長比例為 1：3，並推導出 1：b 的公式解。再來，

我們又延伸並改變左右臂長比例為 2：3 和 2：5，並推導出 2：b 的公式解。研

究過程中，不僅僅是靠單純數學計算，還要利用我們發現的「神奇交換法」進

行左右真假幣的交換，用以找出最少秤量步數。最後，我們終於推導出 a：b 的

公式解，並順利地完成這份科展報告。 
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