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摘要 

探討數字九宮格魔術的研究裡，我們在如何找出被抽出的數字牌過程，以及和數學課程

內容相關的概念探究中，得到了許多研究成果： 

一、被抽出的數字牌 C-n = RS – RS-n = 9–RS-n 

二、無法正確的臆測被抽出的數字牌原本放在哪個空格（位名）。 

三、找到判別 9 的倍數方法。 

四、找到被除數 ÷ 9 的餘數方法，並能快速解決課本裡除數為 9 的倍數題目。 

五、從（1+2+…+n）÷ n 的結果發現令人意想不到的規律性，並做更多不同的探討。 

壹、研究動機 

    學校模範生選拔活動才藝發表時，有一位學長做了一道數學魔術的發表，表演過程是如

此的：在九宮格九個格子裡任意放入1、2、3、4、5、6、7、8、9 等九個數字牌，再加上十

進位制的位名，就會形成三個三位數。此時將這九個數字牌中任意取出一個數字牌，空下來

的位置用 0 代替，將新形成的三個三位數相加得到總和，並告知受測者，受測者僅知這個

總和的數，要猜測取出的數字牌是哪個數字。才藝發表時，我們只看到神色自若的學長，按

了按手指頭就自信的、正確的說出被取出的數字牌數字是多少，讓全校的學弟妹都驚訝不

已，也讓我們陷入深思，學長是如何辦到的？我們也可以和學長一樣嗎？在好奇心驅使之

下，於是我們利用午休時間一起討論，並詢問老師看法。 

貳、研究目的 

    經過不斷的討論後，我們擬定出三項想要探討的研究目標： 

一、研究目的（一）：能找出解題方法，算出被抽出的數字牌是哪個數字。 

二、研究目的（二）：能找出解題方法，算出被抽出的數字牌原先是放在哪個位名。 

三、研究目的（三）：在此研究專題討論中，所得到的知識能應用在課程學習活動上。 

    這一連串的研究目的，和課堂學習的內容都不相同，非常值得我們好好細心研究，期待

能獲得更多寶貴的知識！  
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參、名詞解釋與定義 

    為了能更清楚界定本研究所寫的用語，在此將使用的名詞做解釋與定義： 

一、數字九宮格魔術： 

    這是本研究專題「破解了！數字九宮格魔術的關鍵」的活動名稱。活動過程是在九宮格

裡任意放入1、2、3、4、5、6、7、8、9 等九個數字牌，再加上十進位制的位名後，就會形

成三個三位數。此時將這九個數字牌中任意取出一個數字牌，所空下來的位置用 0 代替，

將新形成的三個三位數相加得到總和，並告知受測者，受測者只能藉由這個總和的數猜測取

出的數字牌是哪個數字。 

（一）Cn 代表數字牌，n為1~9的數字，C1 為數字牌 1……依此類推。C-1 代表被抽出的數字

牌是數字 1……依此類推。 

（二）S 為數字九宮格活動中尚未抽出號碼牌形成的三個三位數相加得到的總和。S-n為數字

九宮格活動中抽出號碼牌後形成新的三個三位數相加得到的總和，n 為1~9的數字。 

（三）R 是將這個數的位名去除，只把每個數字相加，直到只剩下一個一位數。 

      例如 R1746=1+7+4+6=18=1+8=9。 

    1.RS 是數字九宮格活動中尚未抽出號碼牌形成的三個三位數相加得到的總和，再將其  

     總和的數字相加，直到只剩下一個一位數。 

    2.RS-n是數字九宮格活動中抽出號碼牌後形成的三個三位數相加得到的總和，再將其        

     總和的數字相加，直到只剩下一個一位數。 

二、去九法： 

    去九法（又稱棄九法、棄九驗算法）是一種驗算加、減、乘、除運算的方法。去九法建

構在十進位結構上，任何一個數皆可用分配律的方式，讓這個數變成一個 9 的倍數加上餘

數的形式。例如：ABC=100A+10B+C=(99+1)A+(9+1)B+C=9M+(A+B+C) 

肆、研究設備及器材 

紙、筆、白板、筆記型電腦。 
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伍、研究過程與結果 

一、研究目的（一）：能找出解題方法，算出被抽出的數字牌是哪個數字。 

    一開始，我們滿懷疑問的找老師請益，也說出了我們毫無思緒的狀況，老師笑著對我們

說：「這個研究專題的關鍵要跳脫你們目前學習數學的思考模式。」於是我們再次將數字九

宮格魔術過程演練一次，且每個同學都當受測者，之後將自己的想法說出來並記錄。 

    大家的說法都差不多，「只能用猜的」、「只知道取出一個數字牌後，形成的三個三位

數相加的總和 S-n（如圖1、圖2、圖3），讓我毫無想法」、「這三個總和是找不到有何關聯

性的」……，於是大家又只能望著老師，期待老師的意見。 
 

圖1 

千位  百位 十位  個位 
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圖2 

千位  百位  十位 個位 
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圖3 

千位  百位  十位 個位 
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    我們後來回想學長表演時，手指頭撥來撥去的，推測應該是透過運算後算出來的。所以

老師建議我們將數字牌抽出前和抽出後的結果都記錄下來，再討論看看可以得到什麼線索，

我們就照老師的說明去執行，得到的結果節錄部分如下： 

未抽出數字牌 抽出數字牌 步驟 

圖4a 

千位  百位  十位  個位 
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圖4b 

千位  百位 十位  個位 

 
 
合
計 
S-8 

1 6 4 

3 0 2 

9 5 7 

 1    4    2    3 
 

（1）（2）1503-1423=80 

（3）1503=1+5+0+3=9 

（4）1423=1+4+2+3=10 

     =1+0=1 

（5）9-1=8 

圖5a 

千位  百位  十位  個位 
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圖5b 

千位  百位 十位  個位 
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6 1 4 
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0 8 9 

      9    5    6 
 

（1）1656-956=700 

（3）1656=1+6+5+6=18 

     =1+8=9 

（4）956=9+5+6=20 

     =2+0=2 

（5）9-2=7 
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圖6a 

千位  百位  十位  個位 
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圖6b 

千位  百位  十位 個位 
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1 5 0 

4 9 3 

7 2 6 

 1    3    6    9 
 

（1）（2）1377-1369=8 

（3）1377=1+3+7+7=18 

     =1+8=9 

（4）1369=1+3+6+9=19 

     =1+9 =10=1+0=1 

（5）9-1=8 

圖7a 

千位  百位  十位  個位 
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圖7b 

千位    百位    十位   個位 
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2 9 1 

3 4 6 

0 5 7 

      6    9    4 
 

（1）（2）1494-694=800 

（3）1494=1+4+9+4=18 

     =1+8=9 

（4）694=6+9+4=19 

     =1+9=10=1+0=1 

（5）9-1=8 

圖8a 

千位  百位  十位  個位 
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圖8b 

千位 百位  十位  個位 
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2 7 5 

4 8 0 
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（1）1719-1718=1 

（3）1719=1+7+1+9=18 

     =1+8=9 

（4）1718=1+7+1+8=17 

     =1+7=8 

（5）9-8=1 

圖9a 

千位  百位  十位  個位 
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7 6 9 
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圖9b 

千位    百位    十位   個位 
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3 8 1 

4 0 5 

7 6 9 

 1    5    5    5 
 

（1）1575-1555=20 

（3）1575=1+5+7+5=18 

     =1+8=9 

（4）1555=1+5+5+5=16 

     =1+6=7 

（5）9-7=2 

圖10a 

千位  百位  十位  個位 
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圖10b 

千位 百位  十位  個位 
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9 8 5 

4 1 7 

2 6 0 
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（1）1665-1662=3 

（3）1665=1+6+6+5=18 

     =1+8=9 

（4）1662=1+6+6+2=15 

     =1+5=6 

（5）9-6=3 

圖11a 

千位  百位  十位  個位 
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1 9 3 

 1    3    6    8 
 

圖11b 

千位    百位    十位   個位 
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6 2 8 

5 0 7 

1 9 3 

 1    3    2    8 
 

（1）1368-1328=40 

（3）1368=1+3+6+8=18 

     =1+8=9 

（4）1328=1+3+2+8=14 

     =1+4=5 

（5）9-5=4 
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圖12a 

千位  百位  十位  個位 
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圖12b 

千位 百位  十位  個位 
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6 4 1 
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（1）1512-1017=500 

（3）1512=1+5+1+2=9      

（4）1012=1+0+1+2=4     

（5）9-4=5 

圖13a 

千位  百位  十位  個位 
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圖13b 

千位    百位    十位   個位 
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9 5 2 

4 7 0 

8 1 3 

 2    2    3    5 
 

（1）2241-2235=6 

（3）2241=2+2+4+1=9 

（4）2235=2+2+3+5=12 

     =1+2=3 

（5）9-3=6 

圖14a 

千位  百位  十位  個位 
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圖14b 

千位 百位  十位  個位 
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S-9 

1 4 0 

5 6 2 

8 7 3 

 1    5    7    5 
 

（1）1584-1575=9 

（3）1584=1+5+8+4=18 

     =1+8=9 

（4）1575=1+5+7+5=18 

     18=1+8=9 

（5）9-9=0 

    在不斷的觀察、討論、猜測及驗證下，我們將研究目的（一）步驟記錄如下：  

（1）S - Sn：我們將未抽出數字牌的合計和抽出數字牌的合計相減，圖4ab~圖14ab分別相

減，得到的結果都和被抽出的數字牌有關，例如：相減的結果是 800，但抽出的數字

牌是 8，如何找出這二個關聯性是首要的關鍵。 

（2）圖4ab、圖6ab和圖7ab相差分別是 80、8、800 ，但抽出的號碼牌都是 8，因 8 所在位

名不同，代表的值也不同。但我們在遊戲受測時只能知道抽出該數字牌後，形成的三

個三位數相加的總和 S-n，也無法斷定該數字牌會放在百位、十位、個位哪一個位名，

所以萌生了將位名去掉的念頭。 

（3）RS：綜合（1）、（2），我們將圖4a~圖14a的合計分別去除位名相加，得到的數不是 

9 就是 18，後來我們發現再將 1+8 也是 9 。這個過程讓我們知道：將每一個遊戲中

尚未抽出數字牌形成的三個三位數相加得到的總和，再將其總和的數字相加，直到只

剩下一位數都會等於 9，即 RS=9 。這個結果讓我們如獲至寶，因為 9 這個數正是我

們討論許久，想到透過減法算式計算答案的「被減數」。 
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（4）依（3）的方法，我們也將圖4b~圖14b抽出數字牌的合計分別算出 RS-n 的數字。我們

將所得到的 RS-n 視為減法算式中的「減數」。 

（5）我們將其上述（3）和項目（4）分別得到的「被減數」和「減數」，用減法算式相

減，所得的「差」真的就是抽出的數字卡，即 RS-RSn=Cn。如圖4ab~圖13ab（5）。 

（6）其中圖14ab稍有不同，因為其 RS-RS-n 相減結果為「0」，不是「9」，所以，我們再多

做被抽出的號碼牌是 9 的情形，如圖15ab、圖16ab、圖17ab，其結果都是和圖14ab是一

樣的。由此結果，我們把 RS-RS-n =0 的情形，就視為抽出的數字牌為「9」的結果。另

外也可以說當 RS-n=9，就可代表抽出的號碼牌為「9」。 

下圖15ab~17ab 為驗證步驟（6）RS-RS-n =0 的過程及結果。 

未抽出數字牌 抽出數字牌  

圖15a 

千位  百位  十位  個位 
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2 1 3 

5 4 6 

9 8 7 

 1    7    4    6 
 

圖15b 

千位  百位 十位  個位 
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S-9 

2 1 3 

5 4 6 

0 8 7 

      8    4    6 
 

（1）1746-846=900 

（3）1746=1+7+4+6=18 

     18=1+8=9 

（4）846=8+4+6=18 

     18=1+8=9 

（5）9-9=0 

圖16a 

千位  百位  十位  個位 
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2 9 7 

1 5 6 

 1    2    8    7 
 

圖16b 

千位  百位 十位  個位 
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S-9 

8 3 4 

2 0 7 

1 5 6 

 1    1    9    7 
 

（1）1287-1197=90 

（3）1287=1+2+8+7=18 

     18=1+8=9 

（4）1197=1+1+9+7=18 

     18=1+8=9 

（5）9-9=0 

圖17a 

千位  百位  十位  個位 
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6 5 3 

7 8 4 
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圖17b 

千位  百位  十位 個位 
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S-9 

2 1 0 

6 5 3 

7 8 4 

 1    6    4    7 
 

（1）1656-1647=9 

（3）1656=1+6+5+6=18 

     18=1+8=9 

（4）1647=1+6+4+7=18 

     18 =1+8=9 

（5）9-9=0 

上圖15ab~17ab 驗證了 RS-RS-n =0 的情形，就視為抽出的數字牌為「9」的假設，這一

個結果也確定了我們達成研究目的（一）：能找出解題方法，算出被抽出的數字牌是哪個數

字。 
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＜補充證明＞ 

    「去九法」是古代就有的一種驗算加、減、乘、除運算的方法。我們發現：運用「去九

法」驗算減法過程中，其運用的方法竟和我們的研究步驟不謀而合，而且我們在數字九宮格

魔術過程中，算出了「被減數= 9」是數字九宮格魔術最為關鍵的部分。 

由上圖1~圖17ab記錄了我們對研究目的（一）的所有歷程，從一開始完全摸不著頭緒的

情況之下，透過不斷的觀察、討論、臆測及驗證之下，完成了這個研究目的（一），最後我

們再將如何算出被抽出數字牌的方法記錄下來： 

抽出的號碼牌 C-n = RS – RS-n = 9–RS-n 

二、研究目的（二）：能找出解題方法，算出被抽出的數字牌原先是放在哪個位名。 

    找出研究目的（一）的解題方法讓大家都很開心，也更有信心面對研究目的（二）的挑

戰，我們使用了還原法和數字組合法來討論。 

    1.方法（1）還原法：透過研究目的（一）的解題方法算出 C-n= RS – RS-n = 9–RS-n，若

我們將其還原，即分別在個位、十位、百位加上被抽出的數字牌後，分別可以得到三個不同

的和Sn個、Sn十、Sn百 ，再分別算出RSn個、RSn十、RSn百哪個為 9，就可以知道數字牌是放在哪個

位名。以下圖18ab 做說明 

未抽出數字牌 抽出數字牌 計算過程 

圖18a 

千位  百位  十位  個位 
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2 9 1 

3 4 6 

8 5 7 

 1    4    9    4 
 

圖18b 

千位    百位    十位   個位 
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S-8 

2 9 1 

3 4 6 

0 5 7 

      6    9    4 
 

（1）RS-8 694=6+9+4=19 

     =1+9=10=1+0=1 

（2）RS-RS-8=9-1=8 

（3）RSn 個 694+8=702=9     

（4）RSn十 694+80=774=9 

（5）RSn百694+800=1494=9 

原以為抽出的數字牌 8 只有還原加在百位時，RSn百 才會等於 9，結果將數字牌 8 加在

個位及十位時 RSn個、RSn十 竟然也都會等於 9 ，這樣不就代表個位或者十位這一個位名就有

4個數字相加，且相加後的 RS=9 。後來仔細思考，原因在於我們在探究過程中會將位名去

掉，就相當於 1~9 這九個數字相加而已。所以運用方法（1）還原法，是無法正確算出被抽

出的數字牌原先放在哪個位名。 
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    2.方法（2）數字組合法：已知抽出數字牌 C-n 及抽出數字牌的總和 S-n。先將抽出的數

字牌 C-n 分別放在個位、十位和百位這三種不同的情形討論，再針對抽出數字牌總和 S-n 的

個位數字、十位數字和百位數字，由 1~9 這九個數字的組合情形來研究、分析各種組合的

可能性，最後判斷是否能正確算出抽出的數字牌放在哪個位名。以圖19 來討論： 

 

 

 

 

 

抽出數字為 8 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖19 

千位  百位  十位  個位 
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圖19-9 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S-8 

0 1 4 

9 2 5 

7 3 6 

 1    6    7    5 

 

圖19-1 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S-8 

3 2 1 

5 6 0 

7 9 4 

 1    6    7    5 

 

 

 

 

 

圖19-2 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S-8 

2 3 1 

6 5 0 

7 9 4 

 1    6    7    5 

 

圖19-3 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S-8 

4 1 2 

5 7 0 

6 9 3 

 1    6    7    5 

 

圖19-4 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S-8 

1 4 2 

5 6 0 

9 7 3 

 1    6    7    5 

 

圖19-5 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S-8 

4 1 6 

5 2 0 

7 3 9 

 1    6    7    5 

 

圖19-6 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S-8 

3 0 2 

4 1 6 

9 5 7 

 1    6    7    5 

 

圖19-7 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S-8 

3 0 1 

6 2 5 

7 4 9 

 1    6    7    5 

 

圖19-8 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S-8 

3 0 2 

6 1 4 

7 5 9 

 1    6    7    5 

    由上圖19-1~圖19-9 都是抽出數字牌 8 後，三個三位數的合計都符合 1675 的情形：若 

8 是在個位，我們找到 5 組答案；若 8 是在十位，我們找到 3 組答案；若 8 是在百位，
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我們找到 1 組答案，合計 9 組答案，而且我們是將相同位名不同位置都當成同一組答案的

情況下就有 9 組答案，若再考慮相同位名不同位置的組合情形，答案會更多組，所以運用

方法（2）數字組合法也無法正確判斷被抽出的數字牌是在哪個位名。 

    ＜結論＞研究目的（二）我們無法正確的判斷出被抽出的數字牌是在哪個位名。因為我

們想出的這二種不同的方法，都無法找到唯一的一組答案，也許在玩數字九宮格魔術中如果

能多提供一些條件，或許就可以正確判斷被抽出的數字牌是在哪個位名了。 

三、研究目的（三）：在此研究專題討論中，所得到的知識能應用在課程學習活動上。 

    在探討研究目的（一）的過程中，我們遭遇到了很多問題，也從中發現不少和課程有相

關係的概念，我們也藉這次的專題研究來探究一番，看看能否有更多的收穫。 

1.「倍數」： 

我們在探討研究目的（一）的過程中，發現未抽出數字牌時三個三位數合計的數 S，經

過去掉位名後加總起來都是 9（RS =9），於是我們就臆測未抽出數字牌時的合計 S 是否就

是「9」的倍數？因為在計算 RS 時的方法和「如何判別 3 的倍數方法」類似。另外抽出數

字牌時的合計 RSn 又代表什麼意義呢？於是我們製作圖表來探究： 

未抽出數字牌 抽出數字牌 

圖20a 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S 

5 7 1 

4 6 3 

2 9 8 

 1    3    3    2 
 

1332÷9=148…0 

 

 

 

 

 

圖20b 

千位  百位 十位  個位 

 
 
合
計 
S-1 

5 7 0 

4 6 3 

2 9 8 

 1    3    3    1 
 

1331÷9=147…8 

RS-1 1331=1+3+3+1 

   =8 

 

 

 

 

圖21a 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S 

8 5 1 

4 2 9 

6 7 3 

 1    9    5    3 
 

1953÷9=217…0 

 

 

 

 

 

圖21b 

千位  百位 十位  個位 

 

 

合
計 

S-2 

8 5 1 

4 0 9 

6 7 3 

 1    9    3    3 
 

1933÷9=214…7 

RS-2 1933=1+9+3+3 

   =16=1+6=7 
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圖22a 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S 

6 4 3 

1 2 5 

8 7 9 

 1    6    4    7 
 

1647÷9=183…0 

 

 

 

 

 

圖22b 

千位  百位  十位 個位 

 

 

合
計 

S-3 

6 4 0 

1 2 5 

8 7 9 

 1    6    4    4 
 

1644÷9=182…6 

RS-3 1644=1+6+4+4 

   =15=1+5=6 

 

 

 

圖23a 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S 

5 8 9 

1 6 2 

3 4 7 

 1    0    9    8 
 

1098÷9=122…0 

 

 

 

 

 

圖23b 

千位    百位    十位   個位 

 

 

合
計 

S-4 

5 8 9 

1 6 2 

3 0 7 

 1    0    5    8 
 

1058÷9=117…5 

RS-41058=1+0+5+8 

   =14=1+4=5 

 

 

 

圖24a 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S 

1 7 8 

4 3 2 

5 6 9 

 1    1    7    9 
 

1179÷9=131…0 

 

 

 

 

 

圖24b 

千位  百位  十位 個位 

 

 

合
計 

S-5 

1 7 8 

4 3 2 

0 6 9 

      6    7    9 
 

679÷9=75…4 

RS-5 679=6+7+9=22 

   =2+2=4 

 

 

 

圖25a 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S 

9 6 3 

8 5 2 

7 4 1 

 2    5    5    6 
 

2556÷9=284…0 

 

 

 

 

 

圖25b 

千位    百位    十位   個位 

 

 

合
計 

S-6 

9 0 3 

8 5 2 

7 4 1 

 2    4    9    6 
 

2496÷9=277…3 

RS-6 2496=2+4+9+6 

   =21=2+1=3 

 

 

 

圖26a 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S 

3 5 9 

1 2 6 

8 7 4 

 1    3    5    9 
 

1359÷9=151…0 

 

 

 

 

 

圖26b 

千位 百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S-7 

3 5 9 

1 2 6 

8 0 4 

 1    2    8    9 
 

1289÷9=143…2 

RS-7 1289=1+2+8+9 

   =20=2+0=2 

 

 

 

圖27a 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S 

8 6 3 

1 2 5 

9 4 7 

 1    9    3    5 
 

1935÷9=215…0 

 

 

 

 

 

圖27b 

千位  百位 十位  個位 

 

 

合
計 

S-8 

0 6 3 

1 2 5 

9 4 7 

 1    1    3    5 
 

1135÷9=126…1 

RS-8 1135=1+1+3+5 

   =10=1+0=1 
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圖28a 

千位  百位  十位  個位 

 

 

合
計 

S 

6 5 4 

2 1 3 

8 7 9 

 1    7    4    6 
 

1746÷9=194…0 

 

 

 

 

 

圖28b 

千位  百位  十位 個位 

 

 

合
計 

S-9 

6 5 4 

2 1 3 

8 7 0 

 1    7    3    7 
 

1737÷9=193…0 

RS-9 1737=1+7+3+7 

   =18=1+8=9 

 

 

 

    由上圖20ab~圖28ab 的算式中，運用了除法算式和 RS-n 計算，得到了幾個重點： 

    （1）所有的 S 都是 9 的倍數。由圖20a、圖21a ~圖28a 除法算式計算後得到，也就

是，在九宮格中任意填入 1~9 的數字後合計的數 S 除以 9 都會整除。 

    （2）S-1~S-8 都不是 9 的倍數，且 S-1 ÷ 9 的餘數 =RS-1、S-2 ÷ 9 的餘數 =RS-2……依此

類推。由圖20b、圖21b~圖27b知道，在九宮格中任意填入1~9的數字後，抽出的數字牌如果

是 1~8，合計的數 S-n 除以 9 都不會整除，且其餘數和 RS-n 的數字是相同的。 

    （3）S-9 是 9 的倍數，因為抽出的數字 9 本身也是 9 的倍數。 

    （4）RS 的計算過程就是「判別 9 的倍數方法」，和「判別 3 的倍數方法」類似。 

    （5）若在研究目的（一）過程中就不管位名，直接將九個數字相加，則圖20a、圖21a ~

圖28a的情形就相當於 1~9 這 9 個數字相加，其總和是 45， 45=4+5=9 也是 9 的倍數。 

    ＜應用＞將上述的重點（2）與重點（4）結合，我們可以應用在六年級上學期數學課本

和「倍數」有相關的題目： 

題目1：6500是不是9的倍數？若不是，9的倍數中比6500小，且最接近6500的數是多少？ 

課本方法 快速方法 

解題步驟 

（1） 
  7 2 2 
9 6 5 0 0 
 6 3   
  2 0  
  1 8  
   2 0 
   1 8 
    2 

    不是9的倍數 
（2） 
     
  7 2 2 
 x   9 
 6 4 9 8 
     

 

想法 

（1）6+5+0+0=11=1+1=2，不是9的倍數， 

     且2是6500除以9的餘數 

（2）因為餘數是2，本題目要求出比6500小 

     所以6500-2=6498 

     6498就是本題的答案 

解題步驟 

（1）6+5+0+0=11=1+1=2 

（2）6500-2=6498 
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題目2：5000是不是9的倍數？若不是， 9的倍數中比5000大，且最接近5000的數是多少？ 

課本方法 快速方法 

解題步驟 

（1） 

  5 5 5 
9 5 0 0 0 
 4 5   
  5 0  
  4 5  
   5 0 
   4 5 
    5 
     

不是9的倍數 

（2） 555+1=556 

（3） 

     
  5 5 6 
 x   9 
 5 0 0 4 
     
 
 

    
 

想法 

（1）5+0+0+0=5，不是9的倍數， 

    且5是5000除以9的餘數 

（2）因為餘數是5，本題目要求出比5000大 

     9-5=4代表再加上4就是下一個9的倍數 

     5000+4=5004，5004就是本題的答案 

解題步驟 

（1）5+0+0+0=5 

（2）9-5=4 

（3）5000+4=5004 

    由上面兩個題目中「課本方法」和「快速方法」兩種不同的解題方法中，「快速方法」

確實可以用很短的時間就可以正確的解出答案，關鍵在於能快速找出「9 的餘數」也就是計

算 RS 的結果，並善用餘數的觀念，就可以很快解出答案。 

    缺點是「快速方法」找出餘數僅能用在除數為 9 的題目中，無法用在除數不為 9 的題

目。但餘數的觀念可以用在只要除數不為 0 的題目都可以。 

     

2.「規律性」： 

    在上述討論「倍數」結果的第（4）重點裡，我們又提出和課程相關的問題：從 1 加到 

9 是 9 的倍數，那麼從 1+2+3+……+ n，會是 n 的倍數嗎？好奇心強烈的我們於是製做表1 

記錄我們的做法： 
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表1（1+2+3+……+ n） 

項數 總和 總和除以項數 

1 1 1÷1=1 

2 1+2=3 3÷2=1…1 

3 1+2+3=6 6÷3=2 

4 1+2+3+4=10 10÷4=2…2 

5 1+2+3+4+5=15 15÷5=3 

6 1+2+3+4+5+6=21 21÷6=3…3 

7 1+2+3+4+5+6+7=28 28÷7=4 

8 1+2+3+4+5+6+7+8=36 36÷8=4…4 

9 1+2+3+4+5+6+7+8+9=45 45÷9=5 

10 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=55 55÷10=5…5 

11 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11=66 66÷11=6 

12 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12=78 78÷12=6…6 

13 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13=91 91÷13=7 

14 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14=105 105÷14=7…7 

15 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15=120 120÷15=8 

16 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15+16=136 136÷16=8…8 

17 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15+16+17=153 153÷17=9 

18 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15+16+17+18=171 171÷18=9…9 

19 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15+16+17+18+19=190 190÷19=10 

20 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15+16+17+18+19+20=210 210÷20=10…10 

從表1可以得知： 

    （1）奇數個項數的總和會是奇數個項數的倍數，且商=（奇數個項數+1）÷2。 

         所以，奇數個項數的總和=商×奇數個項數 

    （2）偶數個項數的總和不會是偶數個項數的倍數。且商=餘數=偶數個項數÷2 
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         所以，偶數個項數的總和=商×偶數個項數+餘數 

    由上述（1）、（2）的規律性，我們可以快速且正確的回答下列問題： 

題目1：若從1加到101的總

和是不是101的倍數？商會

是多少？總和是多少？ 

     

規律性方法 

(1)總和是項數的倍數 

(2)商（101+1）÷2 =51 

(3)總和=51×101=5151 

教科書方法 

(1)總和(1+101) ×101÷2=5151 

(2)5151÷101=51…0 

(3)總和是項數的倍數 

題目2：從1加到1000的總和

是不是1000的倍數？商會是

多少？總和是多少？     

(1)總和不是項數的倍數 

(2)商=餘數=1000÷2 =500 

(3)總和=1000×500+500=500500 

(1) (1+1000) ×1000÷2=500500 

(2)500500÷1000=500…500 

(3)總和不是項數的倍數 

＜兩種方法比較＞ 

 

(1)教科書方法：會先算出總和，再除以項數，求得商和餘 

              數，最後判斷是否為其項數的倍數。 

(2)規律性方法：可以先判斷是否為其項數的倍數，接著算 

              出商和餘數，最後再算出總和。 

(3) 當項數很多，要算出總和時，不可能一項一項加，而求

總和的方法要到國中課程才會學到。但運用規律性方法解題

其計算算式都是國小已經學過的。 

    由於上述的規律太有趣了，也獲得很多不同於教科書的解題方法，於是我們又針對項數

之間相差2的情形討論（1+3+5+……+ n），我們將紀錄做成表2 

表2（1+3+5+……+ n） 

個數 個數總和 總和除以個數 

1 1 1÷1=1 

2 1+3=4 4÷2=2 

3 1+3+5=9 9÷3=3 

4 1+3+5+7=16 16÷4=4 

5 1+3+5+7+9=25 25÷5=5 

6 1+3+5+7+9+11=36 36÷6=6 
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7 1+3+5+7+9+11+13=49 49÷7=7 

8 1+3+5+7+9+11+13+15=64 64÷8=8 

9 1+3+5+7+9+11+13+15+17=81 81÷9=9 

10 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19=100 100÷10=10 

11 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21=121 121÷11=11 

12 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+23=144 144÷12=12 

13 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+23+25=169 169÷13=13 

14 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+23+25+27=196 196÷14=14 

15 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+23+25+27+29=225 225÷15=15 

16 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+23+25+27+29+31=256 256÷16=16 

17 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+23+25+27+29+31+33=289 289÷17=17 

18 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+23+25+27+29+31+33+35=324 324÷18=18 

19 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+23+25+27+29+31+33+35+37=361 361÷19=19 

20 1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21+23+25+27+29+31+33+35+37+39=400 400÷20=20 

從表2可以得知： 

    （1）不論是奇數個項數和或者是偶數個項數和都會是其項數的倍數。 

    （2）商=項數，項數=（末項+1）÷2，所以總和=商×項數。 

依據這些規律性，我們可以快速且正確的回答下列題目： 

題目1：有一個數列

1+3+5+7+……+101，請問從

1加到101的總和是不是其項

數的倍數？商會是多少？總

和是多少？ 

     

規律性方法 

(1)總和是項數的倍數 

(2)商=項數=（1+101）÷2 =51 

(3)總和=51×51=2601 

教科書方法 

(1)項數=（101+1）÷2 =51 

(2)總和(1+101) ×51÷2=2601 

(3)2601÷51=51…0 

(4)總和是項數的倍數 

題目2：有一個數列

1+3+5+7+……+999，請問從

(1)總和是項數的倍數 

(2)商=項數=（1+999）÷2 =500 

(1) 項數（1+999）÷2 =500 

(2) 總和(1+999) ×51÷2 
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1加到999的總和是不是其項

數的倍數？商會是多少？總

和是多少？     

(3)總和=500×500=250000        =250000 

(3)250000÷500=500 

  總和是項數的倍數 

＜兩種方法比較＞ 

 

(1)教科書方法：會先算出項數，接著算出總和，再除以項 

              數，求得商和餘數，最後判斷是否為其項數 

              的倍數。 

(2)規律性方法：可以先判斷是否為其項數的倍數，接著算 

              出項數和商，最後再算出總和。 

綜合表1和表2的結果及解題的方法，我們可以得知： 

    （1）利用規律性方法解題會比較快速，且思考模式、計算技巧都很活潑、很多樣性，   

         但只適用符合該規律性的題目，不能通用到各種不同規律的題目。 

    （2）教科書方法都是固定的解題方法，都能夠應用在各種不同規律的題目裡，但解題 

         的思考模式及計算技巧比較不活潑、多樣性。 

    （3）由於數列的排列方式千變萬化，產生的規律性也會很多種，且會偏離本研究專題

的主旨，可以另作專題好好研究。 

陸、研究結果及討論 

    數字九宮格魔術研究專題非常有趣，既可享受當數學魔術師的樂趣，又可以探究數學領

域裡的奧秘，透過大家的觀察、臆測、討論及計算等步驟，得到更多課本外的知識。下面是

依據研究目標的順序，呈現研究結果及討論內容。 

一、研究目的（一）：能找出解題方法，算出被抽出的數字牌是哪個數字。 

    被抽出的號碼牌 Cn = RS – RS-n= 9 – RS-n     

二、研究目的（二）：能找出解題方法，算出被抽出的數字牌原先是放在哪個位名。 

    數字九宮格魔術活動裡，在只有知道抽出數字牌後三個三位數的合計情況下，我們運用

了「還原法」及「數字組合法」都無法正確的算出被抽出的數字牌是放在哪個位名，因為九

宮格數字符合題意的組合太多種了。倘若我們告知抽出數字牌後加總三個三位數合計時的
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「進位」情形，是否就能判斷出被抽出的數字牌原先放在哪個位名？我們以圖29做討論： 

    假設已經算出被抽出的數字牌是「5」，三個三位數合計是「1588」，圖29藍色數字是

進位情形，我們用數字組合法及進位情形分別討論，數字牌「5」分別在個位、十位、百位

的可能情形。 

 

 

 

 

 

抽出數字為 5 

圖29 

千位  百位  十位  個位 
 1     0     1      

 

 

合
計 

S-5 

a b c 

d 0 e 

g h i 

 1    5    8    8 

（一）若數字牌「5」在個位 

(1)個位剩2個數字相加要等於18，只有9+9，但不會成立，

所以數字牌「5」原先不會放在個位。 

（二）若數字牌「5」在十位 

(1)個位有 3 個數字相加要等於 18，就有 1+8+9=18， 

   2+7+9=18，3+6+9=18 等三種情形，再分別討論。   

   1+8+9=18，2+7+9=18 分別可以找到一組答案，但 

   3+6+9=18 就無法找到。 
 

圖29-1 

千位  百位  十位  個位 
 1     0     1    

 

 

合
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6 3 8 

7 4 9 

 1    5    8    8 
 

圖29-2 

千位  百位  十位  個位 
 1     0     1    
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8 4 9 
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（三）若數字牌「5」在百位 

(1)個位有 3 個數字相加要等於 18，就有 1+8+9=18， 

   2+7+9=18，3+6+9=18等三種情形。 

(2)在個位三種不同的組合情形下，且要符合十位要有3個數

字相加要等於8都是不可能的，所以數字牌「5」原先不會

在百位。 

＜討論結果＞運用數字組合法、進位情形來分析抽出數字牌合計的過程及結果如圖29、圖

29-1、圖29-2，是可以算出被抽出的數字牌原先放在哪個位名的，於是，我們可以確定的

是：多加了進位情形的這個條件確實能算出更正確的答案，如果多加幾個條件，甚至可以找

到和題目九宮格裡 9 個數字排列一模一樣的組合情形。    
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三、研究目的（三）：在此研究專題討論中，所得到的知識可以應用在課程學習活動上。    

此研究目標得到二大項重點： 

    （一）倍數 

    1. 找到判別 9 的倍數方法：RS=9。例如：1314=1+3+1+4=9 

    2. 快速算出此數÷9 的餘數方法：RS≠9 ，算出的數字就是餘數。 

      例如：5201314=5+2+0+1+3+1+4=16=1+6=7   餘數=7  因為5201314÷9=577923…7 

    3.綜合重點1和2，可以快速解決 9 的倍數題目 

    （二）規律性 

    1. 從1+2+3+……+n連續正整數相加 

    （1）奇數個項數的總和會是奇數個項數的倍數，且商=（奇數個項數+1）÷2。 

         所以，奇數個項數的總和=商×奇數個項數 

    （2）偶數個項數的總和不會是偶數個項數的倍數。且商=餘數=偶數個項數÷2 

         所以，偶數個項數的總和=商×偶數個項數+餘數 

    2.從1+3+5+……+n各項相差2 

    （1）不論是奇數個項數和或者是偶數個項數和都會是其項數的倍數。 

    （2）商=項數，項數=（末項+1）÷2，所以總和=商×項數。 

 

數
字
九
宮
格
魔
術

研究目的（一）

能找出解題方法，

算出被抽出的數字

牌是哪個數字。

被抽出的號碼牌

Cn = RS – RS-n

= 9 – RS-n

輔助證明

去九法

研究目的（二）

能找出解題方法，

算出被抽出的數

字牌原先是放在

哪個位名。

還原法(X)

數字組合法(X)
增加

合計時進位情形(O)

研究目的（三）

研究專題討論中，

所得到的知識可

以應用在課程學

習活動上。

倍
數

(1)找出判別 9 的倍數方法

(2)快速找出餘數及餘數

快速算出指定範圍
9 的倍數題目

規律性

1+2+3+……+n連
續正整數相加

奇數個項數的總和會是
奇數個項數的倍數

1+3+5+……+n各
項相差2相加

奇數個項數和、偶數個項
數和都會是其項數的倍數
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柒、未來展望 

    數字九宮格魔術是一項非常有趣的遊戲，但我們在研究目的（二）被抽出的數字牌是放

在哪個位名不能有效的算出，實在可惜！但整個研究過程也讓我們學到很多寶貴的知識。無

法完成研究目的（二）的原因或許是知道的線索太少，也或許是我們沒能想到解決問題的方

法，但在「陸、研究結果及討論」的內容裡，我們加入了計算抽出數字牌合計的進位情形，

可以算出更正確的答案，我們可以討論如何設計出一個全面性的數字九宮格魔術遊戲：受測

者除了知道抽出數字牌的合計之外，又知道哪些條件，就可以讓數字九宮格魔術不只可以算

出被抽出的數字牌是哪個數字，也可以知道抽出的數字牌原來放在哪個位名，甚至可以找到

和題目九宮格裡 9 個數字一模一樣的組合情形，這樣的目標我們留到未來再做專題研究。 
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