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摘要 

本作品嘗試討論當不同角度的平面所產生截痕的角度與兩面角彼此之間的函數關係，希

望了解生活中，摺紙藝術所造成的角度與長度的變化關係。 

 

壹、前言 

老師上課讓我們玩 New Scientist 雜誌其中一篇關於變形插圖的圖形，一張紙上的英文字

母原本歪七扭八，如【圖一】所示，但只要經過對摺變立體，再轉個角度，就是工整的字母，

如【圖二】所示。因此我們想了解，經過摺紙後對於角度及長度產生的變化關係為何？所以

我們就進行一連串的思辨及討論。  

  
【圖一】 【圖二】 

                                 

貳、研究設備及器材 

隔板、紙膠帶、電腦 

參、研究過程或方法 

一、名詞說明： 

1、稜線：若兩個平面 E1及 E2交於一線，則此交線稱為稜線，如【圖三】所示，直線 L

即為稜線。 

2、兩面角：如【圖四】所示，設兩個平面 E1及 E2交於一線， 在兩個平面上各取一線

段𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，若 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 皆與稜線垂直，則∠BAC=𝜃稱為兩面角。 



2 
 

  

【圖三】 【圖四】 

 

3、同側夾角與異側夾角： 

    若在兩平面取出的線段不與稜線垂直，我們分成兩種狀況討論： 

    分別取 B 及 C 對稜線的垂足點 B’及 C’  

          (1)同側夾角：若 B’及 C’落在 A 的同側，即點的相對位置為 A-B’-C’或是 A-C’-B’，則

我們稱∠BAB’與∠CAC’為同側夾角。如【圖五】所示。 

    (2)異側夾角：若 B’及 C’落在 A 的異側，即點的相對位置為 B’-A-C’或是 C’-A-B’，則

我們稱∠BAB’與∠CAC’為異側夾角。如【圖六】所示。 

     

      【圖五】          【圖六】 

    定義中，兩面角取出的線段須與稜線垂直，所量測出來的角度才認定為兩面角，

因此我們首先要討論就是，如果取出線段與稜線所夾出的角度非直角，即𝛼 ≠ 90°，𝛽 ≠

90°彼此的關係為何？ 
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二、同側夾角：以下我們先討論同側夾角的情況 

定理 1 

    設 L 為兩平面 E1及 E2的交線，若𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎 , 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線 L 的夾角均為

𝛼（其中𝛼 ≠ 90°且為同側夾角），∠BAC =∅，兩面角∠BDC =θ，則cos ∅ = cos2𝛼 +

sin2𝛼 cos 𝜃。 

【證明】： 

   如【圖七】所示， 

   分別以 B、C 對稜線 L 取垂足點 B’、C’。 

   因為𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線 L 的夾角均為𝛼，     

所以 B’、C＇為同一位置，我們設為 D 點。 

 ∵ 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  

⇒ 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑎 sin 𝛼，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑎 sin 𝛼 

在△ABC 中 

 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 − 2 × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ cos ∅ 

= 𝑎2 + 𝑎2 − 2 × 𝑎 × 𝑎 cos∅ 

= 2𝑎2 − 2𝑎2 cos ∅⋯⋯① 

在△BCD 中 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 + 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 2 − 2 × 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ × 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ cos 𝜃 

= (𝑎 sin 𝛼)2 + (𝑎 sin 𝛼)2 − 2 × 𝑎 sin 𝛼 × 𝑎 sin 𝛼 cos 𝜃 

= 𝑎2sin2𝛼 + 𝑎2sin2𝛼 − 2𝑎2sin2𝛼 cos 𝜃 

= 2𝑎2sin2𝛼 − 2𝑎2sin2𝛼 cos 𝜃 ⋯⋯② 

由①、②可知 

2𝑎2sin2𝛼 − 2𝑎2sin2𝛼 cos 𝜃 = 2𝑎2 − 2𝑎2 cos ∅ 

sin2𝛼 − sin2𝛼 cos 𝜃 = 1 − cos ∅ 

cos ∅ = 1 − sin2𝛼 + sin2𝛼 cos 𝜃 

= cos2𝛼 + sin2𝛼 cos 𝜃 
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【圖七】 
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推論 1-1   

      設 L 為兩平面 E1及 E2的交線，若𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎 , 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線 L 的夾角均為

𝛼（其中𝛼 ≠ 90°且為同側夾角），∠BAC =∅，兩面角∠BDC =θ = 90°，則cos ∅ = cos2𝛼 

【證明】： 

  《方法一》 

      如【圖八】所示， 

分別以 B、C 對稜線 L 取垂足點 B’、C’。 

因為𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線 L 的夾角均為𝛼 

所以 B’、C＇為同一位置，我們設為 D 

因為∠BAD=α  ∠CAD=α 

空間中∠BAC=∅ 

∵ 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = asin 𝛼 

∠BDC = θ = 90° 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = √2𝑎 sin 𝛼 

cos ∅ =
𝑎2 + 𝑎2 − (√2𝑎 sin 𝛼)

2

2 × 𝑎 × 𝑎
 

=
2𝑎2 − 2𝑎2 sin 𝛼

2 × 𝑎2
 

= 1 − sin2 𝛼 = cos2𝛼 

    《方法二》 

由定理 1 可知 ⇒  cos ∅ = cos2𝛼 + sin2𝛼 cos 𝜃 

當 θ = 90°  ⇒  cos 𝜃 = 0 

則 cos ∅ = cos2𝛼 

 

推論 1-2 

    設 L 為兩平面 E1 及 E2 的交線，若𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎 , 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線 L 的夾角均為𝛼

（其中𝛼 ≠ 90°且為同側夾角），∠BAC =∅，兩面角∠BDC =θ，則𝜃 > ∅ 
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【圖八】 
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【證明】： 

     如【圖九】所示， 

分別以 B、C 對稜線 L 取垂足點 B’、C’。 

因為𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線 L 的夾角均為𝛼 

所以 B’、C＇為同一位置，我們設為 D 

∠BAD=α  ∠CAD=α 

在△BCD 

cos 𝜃 =
𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 + 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 2 − 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2

2 × 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ × 𝐶𝐷̅̅ ̅̅
 

∵ 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  

cos 𝜃 =
2𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 − 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2

2 × 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2
 

=
2𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2

2𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2
−

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2

2𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2
 

=
2𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2

2𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2
−

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2

2𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2
 

= 1 −
1

2
(
𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐵𝐷̅̅ ̅̅
)2 ⋯⋯① 

同理在△ABC中𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

cos ∅ =
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 − 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2

2 × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅
 

=
2𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 − 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2

2 × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2
 

= 1 −
1

2
(
𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐴𝐵̅̅ ̅̅
)2 ⋯⋯② 

① − ②⇒cos 𝜃 − cos ∅ = −
1

2
[(

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐵𝐷̅̅ ̅̅
)2 − (

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐴𝐵̅̅ ̅̅
)2] 

= −
1

2
(
𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐵𝐷̅̅ ̅̅
+

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐴𝐵̅̅ ̅̅
)(

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐵𝐷̅̅ ̅̅
−

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐴𝐵̅̅ ̅̅
) 

= −
1

2
(
𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐵𝐷̅̅ ̅̅
+

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐴𝐵̅̅ ̅̅
) × [

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ (𝐴𝐵̅̅ ̅̅ − 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ )

𝐵𝐷̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅
] 

∵ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ > 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ ⇒ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ − 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ > 0 

cos 𝜃 − cos ∅ < 0 

cos 𝜃 < cos ∅ 

A 

B C 

α α 

D 

L 

E2 E1 

【圖九】 
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0° ≤ θ ≤ 180° 

0° ≤ ∅ ≤ 180° 

cos 𝜃單調遞減函數 

∴ θ > ∅ 

 

定理 2 

    設 L 為兩平面 E1及 E2的交線，若𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏 (𝑎 ≠ 𝑏) ，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線 L 的

夾角均為𝛼（其中𝛼 ≠ 90°且為同側夾角），∠BAC =∅，兩面角∠BDC =θ，則cos ∅ =

cos2𝛼 + sin2𝛼 cos 𝜃。 

【證明】： 

     如【圖十】所示， 

     分別以 B、C 對稜線 L 取垂足點 B’、C’。 

     因為𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線 L 的夾角均為𝛼 

     所以 B’、C＇為同一位置，我們設為 D 

     因𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎  

 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏 

令∠BAB’=∠CAC’=α≠ 90° 

𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 × 𝑠𝑖𝑛 𝛼    

     𝐶𝐶′̅̅̅̅̅ = 𝑏× sin 𝛼 

在△ABC 中 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 − 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ cos∅ 

= 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎 × 𝑏 cos ∅⋯⋯① 

又𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ + 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  

∴ |𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| = |𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ + 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ | 

|𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
= |𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ + 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ |

2

 

【圖十】 
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= |𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2

+ |𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ |
2

+ |𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ |
2

+ 2(𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ + 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ∙ 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑) 

∵ 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑  ⇒ 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ = 0                  

  同理 ⇒ 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ = 0 

∴ |𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
= |𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2

+ |𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ |
2

+ |𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ |
2

+ 2𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ∙ 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

= (𝑎 sin 𝛼)2 + (𝑏 cos 𝛼 −𝑎 cos 𝛼)2 + (𝑏 sin 𝛼)2 + 2𝑏 sin 𝛼 × 𝑎 sin 𝛼 × cos(180° − 𝜃) 

= (𝑎 sin 𝛼)2 + (𝑏 cos 𝛼 −𝑎 cos 𝛼)2 + (𝑏 sin 𝛼)2 − 2𝑏 sin 𝛼 × 𝑎 sin 𝛼 × cos 𝜃 

= 𝑎2 sin2 𝛼 + 𝑏2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos2 𝛼 + 𝑎2 cos2 𝛼 + 𝑏2 sin2 𝛼 − 2𝑎𝑏 sin2 𝛼 cos 𝜃 

= 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 sin2 𝛼 cos 𝜃 ⋯⋯② 

由①、②可知 

𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos∅ = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 sin2 𝛼 cos 𝜃 

       −2𝑎𝑏 cos∅ = −2𝑎𝑏 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 sin2 𝛼 cos 𝜃 

            cos ∅ = cos2 𝛼 + sin2 𝛼 cos 𝜃 

  

    有了以上的討論，我們試著放寬條件，若𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線的夾角在不同的狀況下？彼此

之間的關聯性為何？ 

【證明】：                                                                    

如【圖十一】所示， 

分別以 B、C 對稜線 L 取垂足點 B’、C’。 

因𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎 

令∠BAB’=α≠ 90°，∠CAC’=β≠ 90° 

𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 × 𝑠𝑖𝑛 𝛼    

定理 3 

    設 L 為兩平面 E1及 E2的交線，若𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線的夾角分別為α及

β（其中𝛼 ≠ 90°，β ≠ 90°且為同側夾角），∠BAC =∅，兩面角為 θ，則cos ∅ =

cos 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

A 

B C 

α β 

B’ 
 

C’ 

L 

E1 E2 

【圖十一】 
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 𝐶𝐶′̅̅̅̅̅ = 𝑎× sin 𝛽 

在△ABC 中 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 − 2 × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ × cos∅ 

= 𝑎2 + 𝑎2 − 2 × 𝑎 × 𝑎 × cos∅ 

= 2𝑎2 − 2𝑎2 cos∅⋯⋯① 

又𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ + 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  

∴ |𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| = |𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ + 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ | 

|𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
= |𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ + 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ |

2

 

= |𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2

+ |𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ |
2

+ |𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ |
2

+ 2(𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ + 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ∙ 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑) 

∵ 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑  ⇒ 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ = 0        

  同理 ⇒ 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ = 0 

∴ |𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
= |𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2

+ |𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ |
2

+ |𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ |
2

+ 2𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ∙ 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

= (𝑎 sin 𝛼)2 + (𝑎 cos 𝛼 −𝑎 cos 𝛽)2 + (𝑎 sin 𝛽)2 + 2 × 𝑎 sin 𝛽 × 𝑎 sin 𝛼 × cos(180° − 𝜃) 

= (𝑎 sin 𝛼)2 + (𝑎 cos 𝛼 −𝑎 cos 𝛽)2 + (𝑎 sin 𝛽)2 − 2 × 𝑎 sin 𝛽 × 𝑎 sin 𝛼 cos 𝜃 

= 𝑎2 sin2 𝛼 + 𝑎2 cos2 𝛼 − 2𝑎2 cos 𝛼 cos 𝛽 + 𝑎2 cos2 𝛽 + 𝑎2 sin2 𝛽 − 2𝑎2 sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

= 𝑎2 − 2𝑎2 cos 𝛼 cos 𝛽 + 𝑎2 − 2𝑎2 sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

= 2𝑎2 − 2𝑎2 cos 𝛼 cos 𝛽 − 2𝑎2 sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 ⋯⋯② 

由①、②可知 

2𝑎2 − 2𝑎2 cos ∅ = 2𝑎2 − 2𝑎2 cos 𝛼 cos𝛽 − 2𝑎2 sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

1 − cos∅ = 1 − cos 𝛼 cos 𝛽 − sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

cos ∅ = cos 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 
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定理 4 

   設 L 為兩平面 E1及 E2的交線，若𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏(𝑎 ≠ 𝑏)， 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線的夾

角分別為α及β（其中𝛼 ≠ 90°，β ≠ 90°且為同側夾角），∠BAC =∅，兩面角為 θ，

則cos ∅ = cos 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

【證明】：                                              

如【圖十二八】所示， 

分別以 B、C 對稜線 L 取垂足點 B’、C’。 

因𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏,  

令∠BAB’=α≠ 90°，∠CAC’=β≠ 90° 

𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 × 𝑠𝑖𝑛 𝛼     

 𝐶𝐶′̅̅̅̅̅ = 𝑏× sin 𝛽 

在△ABC 中 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 − 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ × cos ∅ 

= 𝑎2 + 𝑏2 − 2 × 𝑎 × 𝑏 × cos ∅ 

= 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos ∅⋯⋯① 

又𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ + 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  

∴ |𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| = |𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ + 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ | 

|𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
= |𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑  + 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ |

2

 

= |𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2

+ |𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ |
2

+ |𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ |
2

+ 2(𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ + 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ + 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ∙ 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑) 

∵ 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑  ⇒ 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ = 0                  

  同理 ⇒ 𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ = 0 

∴ |𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
= |𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2

+ |𝐵′𝐶′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ |
2

+ |𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ |
2

+ 2𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ∙ 𝐵𝐵′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

= (𝑎 sin 𝛼)2 + (𝑎 cos 𝛼 −𝑏 cos 𝛽)2 + (𝑏 sin 𝛽)2 + 2 × 𝑏 sin 𝛽 × 𝑎 sin 𝛼 × cos(𝜋 − 𝜃) 

= (𝑎 sin 𝛼)2 + (𝑎 cos 𝛼 −𝑏 cos 𝛽)2 + (𝑏 sin 𝛽)2 − 2 × 𝑏 sin 𝛽 × 𝑎 sin 𝛼 × cos 𝜃 

A 

B C 

α β 

B’ 
 

C’ 

L 

E1 E2 

【圖十二】 
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= 𝑎2 sin2 𝛼 + 𝑎2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos 𝛽 + 𝑏2 cos2 𝛽 + 𝑏2 sin2 𝛽 − 2𝑎𝑏 sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

= 𝑎2 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos 𝛽 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

= 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos 𝛽 − 2𝑎𝑏 sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 ⋯⋯② 

由①、②可知 

𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos∅ = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos 𝛽 − 2𝑎𝑏 sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

−2𝑎𝑏 cos∅ = −2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos 𝛽 − 2𝑎𝑏 sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

cos ∅ = cos 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

     

    經由上面的討論，我們得到不同的同側夾角的關係，接下我們試著將兩個偏離稜線的線

段以不同的方向進行旋轉，即為異側夾角，試看看會得到什麼結果？ 

 

三、異側夾角： 

定理 5 

設 L 為兩平面 E1及 E2的交線，若𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎 , 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線 L 的夾角均

為𝛼（其中𝛼 ≠ 90°且為異側夾角），∠BAC =∅，兩面角∠BDC =θ，則cos ∅ = cos2𝛼 +

sin2𝛼 cos 𝜃。  
 

【證明】： 

 

 
【圖十三】 【圖十四】 

A 

B 

C 

α 

α 

L 

B B’ 

C’ C 

D 

D’ 

α 

α 

A 



11 
 

  如【圖十三】所示，分別以稜線 L 為對稱軸，對 B、C 作對稱點 B’、C’，再分別以

B、C 對稜線 L 取垂足點 D、D’， 形成如【圖十四】的結構圖。 

令∠BAD=α，∠CAD'=α 

 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎 

兩面角∠BDB’=θ  

空間中∠BAC=∅  

在△ABC 中 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 − 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ cos∅ 

= 𝑎2 + 𝑎2 − 2𝑎 × 𝑎 cos∅ 

= 2𝑎2 − 2𝑎2 cos∅⋯⋯① 

在△BB’D 中 

𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅2 = (𝑎 sin 𝛼)2 + (𝑎 sin 𝛼)2 − 2𝑎 sin 𝛼 × 𝑎 sin 𝛼 × cos 𝜃 

= 2𝑎2 sin2 𝛼 − 2𝑎2 sin2 𝛼 cos 𝜃 

𝐵′𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑎 cos 𝛼    𝐵′𝐶̅̅ ̅̅ ̅2 = 4𝑎2 cos2 𝛼 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐵𝐵′̅̅ ̅̅ ̅2
+ 𝐵′𝐶̅̅ ̅̅ ̅2 

= 2𝑎2 sin2 𝛼 − 2𝑎2 sin2 𝛼 cos 𝜃 + 4𝑎2 cos2 𝛼 ⋯⋯② 

由①②可知 

2𝑎2 − 2𝑎2 cos ∅ = 2𝑎2 sin2 𝛼 − 2𝑎2 sin2 𝛼 cos 𝜃 + 4𝑎2 cos2 𝛼 

1 − cos∅ = sin2 𝛼 − sin2 𝛼 cos 𝜃 + 2 cos2 𝛼 

1 − cos∅ = 1 − sin2 𝛼 cos 𝜃 +cos2 𝛼 

−cos ∅ = −sin2 𝛼 cos 𝜃 +cos2 𝛼 

cos ∅ = sin2 𝛼 cos 𝜃 −cos2 𝛼 
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定理 6 

     設 L 為兩平面 E1及 E2的交線，若𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線的夾角分別為

α及β（其中𝛼 ≠ 90°，β ≠ 90°且為異側夾角），∠BAC =∅，兩面角為 θ，則cos ∅ =

sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 − cos 𝛼 cos 𝛽 

【證明】： 

  

【圖十五】 【圖十六】 

  

 如【圖十五】所示，分別以稜線 L 為對稱軸，對 B、C 作對稱點 B’、C’，再分別以 B、

C 對稜線 L 取垂足點 D、D’， 形成如【圖十六】的結構圖。 

   令∠BAD=α，∠CAD'=β 

   兩面角∠BDB’=θ  

   在△ABC 中 

 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 − 2 × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ cos ∅ 

= 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos ∅⋯⋯① 

又𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝐷′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐷′𝐶⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

∴ |𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| = |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝐷′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐷′𝐶⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑| 

|𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
= |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ + 𝐷𝐷′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐷′𝐶⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑|

2

 

A 

B 

C 

L 

B B’ 

C’ C 

D 

D’ 

α 

β 
A 
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= |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |
2
+ |𝐷𝐷′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2

+ |𝐷′𝐶⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2

+ 2(𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ∙ 𝐷𝐷′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝐷𝐷′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐷′𝐶⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝐷′𝐶⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) 

∵ 𝐵𝐷′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝐷𝐷′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ⇒ 𝐵𝐷′⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐷𝐷′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 0                  

  同理 ⇒ 𝐷′𝐶⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐷𝐷′⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 0 

∴ |𝐵𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2
= |𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ |

2
+ |𝐷𝐷′⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  ⃑|

2

+ |𝐷′𝐶⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2

+ 2𝐷′𝐶⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∙ 𝐵𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑  

= (𝑎 sin 𝛼)2 + (𝑎 cos 𝛼 +𝑏 cos 𝛽)2 + (𝑏 sin 𝛽)2 + 2 × 𝑏 sin 𝛽 × 𝑎 sin 𝛼 cos(𝜋 − 𝜃) 

= (𝑎 sin 𝛼)2 + (𝑎 cos 𝛼 +𝑏 cos 𝛽)2 + (𝑏 sin 𝛽)2 − 2 × 𝑏 sin 𝛽 × 𝑎 sin 𝛼 cos 𝜃 

= 𝑎2 sin2 𝛼 + 𝑎2 cos2 𝛼 + 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos 𝛽 + 𝑏2 cos2 𝛽 + 𝑏2 sin2 𝛽 − 2𝑎 sin 𝛼 𝑏 sin 𝛽 cos 𝜃 

= 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos 𝛽 − 2𝑎𝑏 sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 ⋯⋯② 

由①、②可知 

𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos∅ = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos 𝛽 − 2𝑎𝑏 sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

−2𝑎𝑏 cos∅ = 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos 𝛽 − 2𝑎𝑏 sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

cos ∅ = sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 − cos 𝛼 cos 𝛽 

 

    當摺紙後原本在平面的線段在視覺上感覺就變小了，接下來我們來討論摺紙後的長度變

化關係。 

 

定理 7 

    若原紙張上的線段𝐵′𝐶′̅̅ ̅̅ ̅̅ 長度為 2a，取𝐵′𝐶′̅̅ ̅̅ ̅̅ 中點將紙對摺使得兩面角為直角，則空間中

線段𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 的長為√2𝑎，即𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ：𝐵′𝐶′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1：√2 

                                                

【證明】： 
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【圖十七】 【圖十八】 

如【圖十七】所示，取射線 B'B 射線及 C'C 交於一點，形成如【圖十八】的結構圖 

令原紙張上的𝐵′𝐶′̅̅ ̅̅ ̅̅ 的中點為 A，則𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎    

 AB′̅̅ ̅̅̅ = 𝐴𝐶′̅̅ ̅̅̅ = 𝑎 

又∠BAC=90° 

∴ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = √2𝑎 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ：𝐵′𝐶′̅̅ ̅̅ ̅̅ = √2𝑎：2𝑎 

= √2：2 = 1：√2 

    

    依上述的討論，我們再放寬討論的條件，如果對摺條件不是線段的中點，那麼所的結果

又會有什麼改變嗎？  

 

定理 8 

    若原紙張上的𝐵′𝐶′̅̅ ̅̅ ̅̅ 的對摺點為 A，且𝐵′𝐴̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎，𝐴𝐶′̅̅ ̅̅̅ = 𝑏，將紙對摺使得兩面的夾角為

直角，則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ：B′C′̅̅ ̅̅ ̅ = √𝑎2 + 𝑏2：(𝑎 + 𝑏) 

【證明】： 
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【圖十九】 【圖二十】 

 

如【圖十九】所示，取射線𝐵′𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑射線及𝐶′𝐶⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ 交於一點，形成如【圖二十】的結構圖 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴B′̅̅ ̅̅̅ = 𝑎 

AC̅̅̅̅  = 𝐴𝐶′̅̅ ̅̅̅ = 𝑏 

又∠BAC = 90° 

BC̅̅̅̅  = √𝑎2 + 𝑏2 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ：B′C′̅̅ ̅̅ ̅ = √𝑎2 + 𝑏2：(𝑎 + 𝑏)    

 

肆、研究結果 

一、在 L 為兩平面 E1及 E2的交線，若𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎，𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏 , 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線 L 的夾角分別為α 

及β(其中𝛼 ≠ 90°且為同側夾角)，∠BAC =∅，兩面角∠BDC =θ，前提下可知θ與∅的

函數關係： 

    （一）當a = 𝑏，α = β，則cos ∅ = cos2 𝛼 + sin2 𝛼 cos 𝜃 

    （二）當𝑎 ≠ 𝑏，α = β，則cos∅ = cos2 𝛼 + sin2 𝛼 cos 𝜃 

    （三）當𝑎 = 𝑏，α ≠ β，則 cos ∅ = cos 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 

    （四）當𝑎 ≠ 𝑏，α ≠ β，則 cos ∅ = cos 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 
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    由上可知𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 長度不影響θ與∅的函數關係，因此我們在討論異側夾角時，就不特

別控制𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 長短是否相同。 

二、在 L 為兩平面 E1及 E2的交線，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 與稜線 L 的夾角分別為α 及β(其中𝛼 ≠ 90°且

為異側夾角)，∠BAC =∅，兩面角∠BDC =θ，前提下可知θ與∅的函數關係： 

   （一） α = β，則cos ∅ = cos2𝛼 + sin2𝛼 cos 𝜃。 

   （二） α ≠ β，則cos ∅ = sin 𝛼 sin 𝛽 cos 𝜃 − cos𝛼 cos 𝛽 

三、若原紙張上的線段𝐵′𝐶′̅̅ ̅̅ ̅̅ 長度為 2a，摺點為 A，且𝐵′𝐴̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎，𝐴𝐶′̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏，將紙摺起來使得兩

面的夾角為直角，則空間中線段為𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 時，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐵′𝐶′̅̅ ̅̅ ̅̅ 長度變化關係： 

  （一）當a = 𝑏，則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ：𝐵′𝐶′̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1：√2 

  （二）當𝑎 ≠ 𝑏，則𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ：B′C′̅̅ ̅̅ ̅ = √𝑎2 + 𝑏2：(𝑎 + 𝑏)  

 

伍、結論與未來展望 

在本作品中，我們試著討論不同的摺紙角度對於線段的角度及長度所產生的關係。從目

前的關係式看來，雖可找到之間的函數關係，但亦需考量實際摺紙中線段的寬度。未來可以

試著精簡函數關係，並討論有關不同寬度的線段在截痕角度的關係式。 
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