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給我滾回來！ 

－探討正方形在矩形外滾動問題 

摘要： 

      這個作品源自 TRML2002 年思考賽中的一個題目，題目中所探討的是將正方形繞著一

固定矩形邊長在外部滾動，並當正方形轉回到原出發點時所走的路徑長算出，並且我們發現

正方形圍繞著 m:n 的矩形外轉動的一般化結果：即走直線的路徑長+轉角產生的路徑長，故有

以下兩種分類：假設正方形的邊長為 1 單位長， 

              矩形的長為 m 單位長，寬為 n 單位長，其中 m、n 皆為正整數 

    1. m 為奇數，n 為奇數時 

                                        
2

1
2


 


 
 

      

此時的路徑長
  2+ 2

=
4

m n



    1 2       

                                                      𝑚 = 4𝑎 + 3，𝑛 = 4𝑏 + 1； 

                                        2             m 為偶數，n 為偶數時 

       ；其中 a、b 為正整數或 0  

2. m、n 有一個為奇數，另一個為偶數時路徑長
  

 
2+ 2

=
2

2 2
m n




   

 

壹、 研究動機： 

    TRML2002 年的思考賽中有一個這樣的題目： 

    設 0 1 2 3B B B B 為一個固定的的矩形, 其中 0 1B B m , 1 2B B n , ( m 和 n 均為正整數); 

0 1 2 3A A A A 是一個邊長為 1 的正方形, 其中頂點 0A 與 0B 重合(如下圖所示). 將正方形 0 1 2 3A A A A

沿著矩形 0 1 2 3B B B B 的外緣邊界依逆時針方向轉動; 首先以
1A 為旋轉中心, 將 0 1 2 3A A A A 逆時針

 𝑚 = 4𝑎 + 1，𝑛 = 4𝑏 + 1或 

𝑚 = 4𝑎 + 3，𝑛 = 4𝑏 + 3； 

𝑚 = 4𝑎 + 1，𝑛 = 4𝑏 + 3； 
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方向旋轉, 直到
2A 落在矩形 0 1 2 3B B B B 的邊上; 再以

2A 為旋轉中心逆時針方向旋轉, 直到 3A 落

在矩形 0 1 2 3B B B B 的邊上; 依序再以 3A 為旋轉中心作同樣的旋轉…, 直到正方形 0 1 2 3A A A A 回到

原來的位置(即所有的頂點恰好都回到原出發時的位置).  

                      
其中一個小題所問的是：正方形 0 1 2 3A A A A 第一次回到原來的位置時, 2A 所走路徑的總長

為多少? 

這讓我們產生了好奇，題目中只問了第一次回到原來的位置所走的路徑總長，要是我們

將題目推廣成正方形滾動回原出發點且四個頂點也都要回到原來的位置，那麼所走的路徑長

又會變成怎樣？路線長度可以推導出公式嗎？ 

 

貳、 研究目的： 

一、 正方形如何滾動？轉角的地方又與直線的滾動有何相異之處？ 

二、 正方形滾動的路線是固定的嗎？要滾動幾圈才能滾回原來的位置？  

三、 由滾動的路線能否算出觀察點所走的路徑長：當正方形轉回出發點時所走的路徑又

為何？ 

四、 正方形在矩形外滾動的一般化情形又是如何呢？ 

 

參、 研究設備及器材： 

GSP 動態幾何繪圖軟體、電腦、筆、紙 
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肆、 研究過程或方法： 

  一、正方形如何滾動？轉角的地方又與直線的滾動有何相異之處？ 

      因為正方形在直線上滾動前進時，只要滾動四次，正方形的四個頂點便可回到原本

相對應的位置；如下圖所示。 

第一次滾動：(B 點為圓心) 

 

第二次滾動：(A 點為圓心)  

 

第三次滾動：(D 點為圓心)   
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第四次滾動：(C 點為圓心) 

 

因此，當正方形按照順序分別以 B→A→D→C 為圓心在直線上滾動，要滾動回原本對

應的位置時，所需滾動的次數必須是 4 的倍數。另外，我們也發現到當正方形滾動的過程

中，在直線上每一次的滾動都是 90 度，只有遇到矩形的頂點時，滾動的角度就會比在直

線上滾動時多了 90 度(∠ABA’)，如下圖所示。若是以 B 點為圓心在直線上滾動，A 點滾

動後應該會落在 A’，但遇到矩形的頂點，則須再向下滾動 90 度，正方形的邊才會落在

矩形的邊長上，因此最後的落點會落在 A”。 

 

而滾動的半徑也有不同；其中以 B 和 D 點為圓心滾動時的半徑剛好是正方形的邊長，

以C點為圓心滾動時的半徑為 2 倍的正方形邊長，以A點自己為圓心時則不會產生軌跡，

這個藉由 A 點到 B、C、D 的距離即可得知。 

 

D

AD

BC

BA

C

A''

A'

A

B

2

1

1

A

C B

D



p6/p23 

 

二、正方形滾動的路線是固定的嗎？要滾動幾圈才能滾回原來的位置？ 

    
由以上的推論，我們知道當正方形要滾動回原本對應的位置時，所需滾動的次數必須

是 4 的倍數。如今，我們要討論的是在任意一個矩形外正方形所滾動的路徑，其中矩形的

長和寬均為此正方形邊長的整數倍。那我們可以去思考：在邊長比例不同的矩形中，A 點

至少需繞行幾圈才能繞回原點？ 

為方便討論，假設正方形的邊長為 1 單位長， 

                    矩形的長為 m 單位長，寬為 n 單位長，其中 m、n 皆為正整數。 

因此矩形的周長= 2 𝑚 + 𝑛 ；可分成以下兩種情形： 

(一) m+n 為偶數時，則2 𝑚 + 𝑛 必為 4 的倍數，因此正方形只要滾動 1 圈即可回到

原本對應的位置。 

(二) m+n 為奇數時，則2 𝑚 + 𝑛 為 2 的倍數，但不為 4 的倍數，因此要滾動 2 圈，

滾動的周長為原來的 2 倍時，才會回到原本對應的位置。 

藉由以上這個結論，後面我們討論路徑長時，將會就 m+n 為偶數或 m+n 為奇數兩種

狀況進行討論。 

三、由滾動的路線能否算出觀察點所走的路徑長：當正方形轉回出發點時所走的路徑

又為何？ 

   （一）尋找圖形規則： 

     我們將由 m+n 為偶數或 m+n 為奇數兩種方向去探討正方形在矩形外按順時針方向所

滾動的路徑長度；為方便討論，假設正方形的邊長 1 單位長；而長=4 單位長，寬=1 單位

長的矩形，在此會以長：寬=4：1 表示。先來看看正方形在長：寬=1：1 外圍滾動時的圖

形： 

 

1：1 的圖形是滾動一圈就回到原本對應位置，但就圖形的形狀及轉動的角度明顯和在

直線上滾動的圖形很不同，乍看之下好像沒有任何的規則，但前面有討論過，正方形在滾

總路徑長為： 

半徑為 1 的180 弧長 2 個+半徑為 2的180

弧長 1 個

180 180
=2 1 2 2 2 1

360 360

2 + 2

 

 

      


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動的過程中遇到矩形的頂點會多滾動 90 度，所以我們把四個頂點位置多滾動的 90 度路徑

另外劃分出來重新再看一次 1；1 的圖形： 

 

紅色箭頭所指的地方就是因轉角而多滾動的路徑，而其他原來滾動的路徑(即粗體的圓

弧部分)如果銜接在一起就會跟在直線上滾動的路徑一樣，如下圖所示。 

 

這樣的話除了轉角的地方，其他位置的滾動路徑長就容易計算了；最大的問題就在四

個頂點多滾動的路徑雖然都是滾動 90 度，但有時半徑是 1 有時半徑是 2，有時觀察點又

剛好是圓心，這個會有規則可循嗎？ 

 

為了找尋規則，我們畫了好幾個不同邊長比例的矩形外滾動的路徑圖來進行觀察： 

1. m+n 為偶數時：(滾動一圈就回到原本對應的位置) 

(1)長：寬=1：1 時，  

 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 2 次， 

半徑為 2的 1 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 1 次 
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(2)當長：寬=2：2 時， 

      

(3) 當長：寬=3：1 時， 

 

(4) 當長：寬=3：3 時， 

 

(5) 當長：寬=4：2 時， 

 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 4 次， 

半徑為 2的 0 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 0 次 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 2 次， 

半徑為 2的 0 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 2 次 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 2 次， 

半徑為 2的 1 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 1 次 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 4 次， 

半徑為 2的 0 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 0 次 
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(6) 當長：寬=4：4 時， 

 

(7) 當長：寬=5：1 時， 

 

(8) 當長：寬=5：3 時， 

 

(9) 當長：寬=5：5 時， 

 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 4 次， 

半徑為 2的 0 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 0 次 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 2 次， 

半徑為 2的 1 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 1 次 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 2 次， 

半徑為 2的 2 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 0 次 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 2 次， 

半徑為 2的 1 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 1 次 
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(10) 當長：寬=6：2 時， 

 

(11) 當長：寬=7：1 時， 

 

 

2. m+n 為奇數時：(滾動兩圈才回到原本對應的位置) 

(1) 當長：寬=2：1 時， 

 

 

 

 

 

第二圈第一圈

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 4 次， 

半徑為 2的 2 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 2 次 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 4 次， 

半徑為 2的 0 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 0 次 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 2 次， 

半徑為 2的 0 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 2 次 
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(2) 當長：寬=3：2 時， 

 

 

 

(3) 當長：寬=4：1 時， 

 

 

 

 

 

 

第一圈
第二圈

第二圈第一圈

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 4 次， 

半徑為 2的 2 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 2 次 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 4 次， 

半徑為 2的 2 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 2 次 
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(4) 當長：寬=4：3 時， 

 

 

 

(5) 當長：寬=5：2 時， 

 

 

 

 

 

第二圈第一圈

第二圈第一圈

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 4 次， 

半徑為 2的 2 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 2 次 

四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 4 次， 

半徑為 2的 2 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 2 次 
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(6) 當長：寬=5：4 時， 

 

 

     （二）結果： 

將正方形在以上不同長寬比例的矩形外圍四個頂點多轉動的那 90 度的次數狀況整理

如下： 

         長：寬 

  轉動半徑 
1：1 2：1 2：2 3：1 3：2 3：3 4：1 4：2 4：3 

1 2 4 4 2 4 2 4 4 4 

 2 1 2 0 0 2 1 2 0 2 

0 1 2 0 2 2 1 2 0 2 

 

         長：寬 

  轉動半徑 
4：4 5：1 5：2 5：3 5：4 5：5 6：2 7：1  

1 4 2 4 2 4 2 4 2  

 2 0 1 2 2 2 1 0 0  

0 0 1 2 0 2 1 0 2  

第一圈 第二圈
四個轉角多轉的 90 度半徑分別為： 

半徑為 1 的 4 次， 

半徑為 2的 2 次， 

半徑為 0(觀察點為圓心)的 2 次 
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從表格中不難發現，m+n 為奇數時(藍色部分)，換言之就是 m、n 其中有一個是奇數，

另外一個是偶數時，因為要轉兩圈才能回到原本對應的位置，會經過 8 次的轉角，但因轉

角所多轉動的 90 度的路徑長組合起來都是半徑 1 的轉動 4 次，半徑 2的轉動 2 次，半徑 0

的(觀察點剛好為支點)2 次所產生的弧長總和。但 m、n 同為奇數或同為偶數時情況就有好

多種，到底是為什麼呢？ 

我們再重新看一次在直線上滾動的圖形，並將每一次滾動加以註記： 

 

每一次完整的滾動所走的路徑長
1 1 1

=2 1 +0+2 1 +2 2
4 4 4

         

                                
2

= 1 +
2


 
  
 

 

如此周而復始，不斷循環，但如果正方形的第 k 次滾動剛好遇到矩形的頂點需要多轉 90

度時，其旋轉半徑會有以下的結論：若 

     𝑘 = 4𝑡 + 1時，就是跟紅色的圓弧一樣，半徑為 1 

     𝑘 = 4𝑡 + 2時，就是觀察點為圓心，半徑為 0 

     𝑘 = 4𝑡 + 3時，就是跟紫色的圓弧一樣，半徑為 1 

     𝑘 = 4𝑡   時，就是跟綠色的圓弧一樣，半徑為 2 

   其中 t 為正整數或 0。 

如此一來，我們只要知道在矩形頂點的是第幾次的滾動，將在頂點多轉動的路徑另外

算出，就可以統計出轉角位置所滾動的路徑長了。 

伍、 討論： 

一、從以上的討論不難發現，觀察點所走的路徑長包含了兩部分，也就是直線的路徑長

及因轉角而產生的路徑長；其中： 

(一) 直線的路線長：和周長有關，須注意小正方形是繞行一圈還是兩圈才能回到原

對應的位置； 

4

3

2

1
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(二) 因轉角而產生的路徑長：會因觀察點滾動到頂點時的旋轉半徑而有不同的狀況；

接下來將就這些部分進行討論。 

二、綜合以上的討論過程，我們將討論正方形在矩形外滾動的一般化情形；為此，我們

先將正方形在 m:n 的矩形外滾動的順序標記下來，由右上角第一次滾動開始，順時

鐘方向繞行，4 個頂點的分別是第 1、1+n、1+m+n、1+m+2n 次滾動，如下圖所示： 

 

     若需滾動第二圈時，4 個頂點的分別是第 1+2m+2n、1+2m+3n、1+3m+3n、1+3m+4n

次滾動，如下圖所示： 

 

 由於正方形的滾動 4 次為一個循環，因此在設定未知數時就有了以下的情形： 

(一)滾動一圈回到原對應位置，此時 m+n 為偶數，可能的情形為奇+奇或偶+偶； 

1. m 為奇數，n 為奇數時會有以下四種情形： 

(1) 設𝑚 = 4𝑎 + 1，𝑛 = 4𝑏 + 1；其中 a、b 為正整數或 0， 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+2 2 0 

1+m+n 4a+4b+3 3 1 

1+m+2n 4a+8b+4 0 2  

∴在頂點部分以半徑 1 滾動 2 次，以半徑 2 滾動 1 次 

n

m
1+m+2n

1+m+n 1+n

1

 











1+2m+2n

1+2m+3n1+3m+3n

1+3m+4n
m

n
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此時的路徑長  
2

= 2 4 1+
2

1 1
2 1 2 2 2 1

4 4
m n   

 
      


      


 

               
  2 + 2

=
4

m n


 2
1

2


 


 
 

 

               
  2 2 + 2

=
4

m n


 
 

(2) 設𝑚 = 4𝑎 + 1，𝑛 = 4𝑏 + 3；其中 a、b 為正整數或 0， 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+4 0 2  

1+m+n 4a+4b+5 1 1 

1+m+2n 4a+8b+8 0 2  

∴在頂點部分以半徑 1 滾動 2 次，以半徑 2 滾動 2 次 

此時的路徑長  
2

= 2 4 1+
2

1 1
2 1 2 2 2 2

4 4
m n   

 
      


      


 

               
  2 + 2

=
4

m n



 1 2    

(3) 設𝑚 = 4𝑎 + 3，𝑛 = 4𝑏 + 1；其中 a、b 為正整數或 0， 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+2 2 0 

1+m+n 4a+4b+5 1 1 

1+m+2n 4a+8b+6 2 0 

∴在頂點部分以半徑 1 滾動 2 次，以半徑 2 滾動 0 次 

此時的路徑長  
2

= 2 4 1+
2

1
2 1 2

4
m n 

 
     

 






 

               
  2 + 2

=
4

m n



  
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(4) 設𝑚 = 4𝑎 + 3，𝑛 = 4𝑏 + 3；其中 a、b 為正整數或 0， 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+4 0 2  

1+m+n 4a+4b+7 3 1 

1+m+2n 4a+8b+10 2 0 

∴在頂點部分以半徑 1 滾動 2 次，以半徑 2 滾動 1 次 

此時的路徑長  
2

= 2 4 1+
2

1 1
2 1 2 2 2 1

4 4
m n   

 
      


      


 

               
  2 + 2

=
4

m n


 2
1

2


 


 
 

 

               
  2 2 + 2

=
4

m n


 
 …………[和(1)的路徑長相同] 

2. m 為偶數，n 為偶數時會有以下四種情形： 

(1) 設𝑚 = 4𝑎，𝑛 = 4𝑏；其中 a、b 為正整數或 0， 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+1 1 1 

1+m+n 4a+4b+1 1 1 

1+m+2n 4a+8b+1 1 1 

               

(2) 設𝑚 = 4𝑎，𝑛 = 4𝑏 + 2；其中 a、b 為正整數或 0， 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+3 3 1 

1+m+n 4a+4b+3 3 1 

1+m+2n 4a+8b+5 1 1 
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(3) 設𝑚 = 4𝑎 + 2，𝑛 = 4𝑏；其中 a、b 為正整數或 0， 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+1 1 1 

1+m+n 4a+4b+3 3 1 

1+m+2n 4a+8b+3 3 1 

                

(4) 設𝑚 = 4𝑎 + 2，𝑛 = 4𝑏 + 2；其中 a、b 為正整數或 0， 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+3 3 1 

1+m+n 4a+4b+5 1 1 

1+m+2n 4a+8b+7 3 1 

∴由以上四種情形發現：m 為偶數，n 為偶數時，無論何種情形，在四個頂

點所多轉的 90 度都是以半徑 1 進行滾動。 

此時的路徑長  
2

= 2 4 1+
2

1
2 1 4

4
m n 

 
     

 






 

               
  2 + 2

=
4

m n



2  

(二)滾動兩圈才回到原對應位置，此時 m+n 為奇數，可能的情形為奇+偶或偶+奇； 

1. m 為奇數，n 為偶數時會有以下四種情形： 

(1) 設𝑚 = 4𝑎 + 1，𝑛 = 4𝑏；其中 a、b 為正整數或 0， 

第一圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+1 1 1 

1+m+n 4a+4b+2 2 0 

1+m+2n 4a+8b+2 2 0 
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第二圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1+2m+2n 8a+8b+3 3 1 

1+2m+3n 8a+12b+3 3 1 

1+3m+3n 12a+12b+4 0 2  

1+3m+4n 12a+16b+4 0 2  

∴兩圈合計下來，在頂點部分以半徑 1 滾動 4 次，以半徑 2 滾動 2 次 

(2) 設𝑚 = 4𝑎 + 1，𝑛 = 4𝑏 + 2；其中 a、b 為正整數或 0， 

第一圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+3 3 1 

1+m+n 4a+4b+4 0 2  

1+m+2n 4a+8b+6 2 0 

第二圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1+2m+2n 8a+8b+5 1 1 

1+2m+3n 8a+12b+7 3 1 

1+3m+3n 12a+12b+8 0 2  

1+3m+4n 12a+16b+10 2 0 

∴兩圈合計下來，在頂點部分以半徑 1 滾動 4 次，以半徑 2 滾動 2 次 

(3) 設𝑚 = 4𝑎 + 3，𝑛 = 4𝑏；其中 a、b 為正整數或 0， 

第一圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+1 1 1 

1+m+n 4a+4b+4 0 2  

1+m+2n 4a+8b+4 0 2  
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第二圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1+2m+2n 8a+8b+7 3 1 

1+2m+3n 8a+12b+7 3 1 

1+3m+3n 12a+12b+10 2 0 

1+3m+4n 12a+16b+10 2 0 

∴兩圈合計下來，在頂點部分以半徑 1 滾動 4 次，以半徑 2 滾動 2 次 

(4) 設𝑚 = 4𝑎 + 3，𝑛 = 4𝑏 + 2；其中 a、b 為正整數或 0， 

第一圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+3 3 1 

1+m+n 4a+4b+6 2 0 

1+m+2n 4a+8b+8 0 2  

                第二圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1+2m+2n 8a+8b+11 3 1 

1+2m+3n 8a+12b+13 1 1 

1+3m+3n 12a+12b+16 0 2  

1+3m+4n 12a+16b+18 2 0 

               ∴兩圈合計下來，在頂點部分以半徑 1 滾動 4 次，以半徑 2 滾動 2 次 

2. m 為偶數，n 為奇數時會有以下四種情形： 

(1) 設𝑚 = 4𝑎，𝑛 = 4𝑏 + 1；其中 a、b 為正整數或 0， 

第一圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+2 2 0 

1+m+n 4a+4b+2 2 0 

1+m+2n 4a+8b+3 3 1 

第二圈： 
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 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1+2m+2n 8a+8b+3 3 1 

1+2m+3n 8a+12b+4 0 2  

1+3m+3n 12a+12b+4 0 2  

1+3m+4n 12a+16b+5 1 1 

∴兩圈合計下來，在頂點部分以半徑 1 滾動 4 次，以半徑 2 滾動 2 次 

(2) 設𝑚 = 4𝑎，𝑛 = 4𝑏 + 3；其中 a、b 為正整數或 0， 

第一圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+4 0 2  

1+m+n 4a+4b+4 0 2  

1+m+2n 4a+8b+7 3 1 

第二圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1+2m+2n 8a+8b+7 3 1 

1+2m+3n 8a+12b+10 2 0 

1+3m+3n 12a+12b+10 2 0 

1+3m+4n 12a+16b+13 1 1 

∴兩圈合計下來，在頂點部分以半徑 1 滾動 4 次，以半徑 2 滾動 2 次 

(3) 設𝑚 = 4𝑎 + 2，𝑛 = 4𝑏 + 1；其中 a、b 為正整數或 0， 

第一圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+2 2 0 

1+m+n 4a+4b+4 0 2  

1+m+2n 4a+8b+5 1 1 

 

第二圈： 
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 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1+2m+2n 8a+8b+7 3 1 

1+2m+3n 8a+12b+8 0 2  

1+3m+3n 12a+12b+10 2 0 

1+3m+4n 12a+16b+11 3 1 

∴兩圈合計下來，在頂點部分以半徑 1 滾動 4 次，以半徑 2 滾動 2 次 

(4) 設𝑚 = 4𝑎 + 2，𝑛 = 4𝑏 + 3；其中 a、b 為正整數或 0， 

第一圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1 1 1 1 

1+n 4b+4 0 2  

1+m+n 4a+4b+6 2 0 

1+m+2n 4a+8b+9 1 1 

第二圈： 

 代入 除以 4 之餘數 滾動半徑 

1+2m+2n 8a+8b+11 3 1 

1+2m+3n 8a+12b+14 2 0 

1+3m+3n 12a+12b+16 0 2  

1+3m+4n 12a+16b+17 1 1 

∴兩圈合計下來，在頂點部分以半徑 1 滾動 4 次，以半徑 2 滾動 2 次 

          滾動兩圈才回到原對應位置的狀況，無論為奇+偶或偶+奇；兩圈合計下來，

在頂點部分全都是以半徑 1 滾動 4 次，以半徑 2 滾動 2 次，另外 2 次剛好觀察點為圓心，

此時的路徑長  
1 1

2 1 4 2 2 2
2

= 2
4

4 +
2 4

1 2m n  
 

            





 

                  
  

 
2 + 2

=
2

2 2
m n




   

            
  2 2 + 2

=
2

m n


 
 

陸、 結論 ： 
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一、 將正方形繞著任意矩形的邊長轉動，並將正方形四個頂點都轉回到原出發點時所走

的路徑長算出，並且我們整理出正方形圍繞著矩形轉動的一般化結果： 

假設正方形的邊長為 1 單位長，矩形的長為 m 單位長，寬為 n 單位長，其中 m、n

皆為正整數，大致上可以分成以下兩大類： 

1.    m 為奇數，n 為奇數時 

                                  
2

1
2


 


 
 

      

此時的路徑長
  2+ 2

=
4

m n



    1 2      

                                              𝑚 = 4𝑎 + 3，𝑛 = 4𝑏 + 1； 

                                  2             m 為偶數，n 為偶數時 

       ；其中 a、b 為正整數或 0 

2. m、n 有一個為奇數，另一個為偶數時路徑長
  

 
2+ 2

=
2

2 2
m n




    

二、 在做這次科展以前，我們原本以為沿著矩形的邊長進行滾動是很單純的情形，應該

很容易就可以演算的出來並找出相關的規則，但從這一次做科展的過程中，我們才

發現真正的情形並不如我們所想像的那麼容易，除了運用算術的方式去尋求答案，

也利用了相關工具包括電腦軟體去協助我們探索研究圖形的規則，過程中遇到許多

的疑問，但是在大家的共同腦力激盪下，終於完成了這件作品。 

三、 我們本著研究推廣的精神, 將上述問題做各方向的推廣, 分述如下: 

1. 本題組只涉及長寬為正方形整數倍的不同比例的長方形, 事實上, 也可以考慮非整數

倍的矩形或非凸的多邊形, 但在這裡, 為了讓正方形永遠可以轉動, 我們才將它放到

多邊形外頭。 

2. 將小正方形變化為各種正多邊形. 本題組只涉及正方形, 但其實可以有其他正多邊形

在外圍進行滾動。 

3. 亦可以考慮正方形區域中任一點所走的路徑長來進行討論或掃出來區域的面積等其

他相關問題.。 

 𝑚 = 4𝑎 + 1，𝑛 = 4𝑏 + 1或 

𝑚 = 4𝑎 + 3，𝑛 = 4𝑏 + 3； 

𝑚 = 4𝑎 + 1，𝑛 = 4𝑏 + 3； 
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