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       壹、研究動機 

 
    在研究過去學長姊的作品中(屏東縣第53屆國中數學科展-舞動的曲線)，發現運用代數方法

處理交點分歧性過於複雜，我們改由切線斜率的角度處理，找出一般性的結果，並推廣到立體

橢圓拋物面，找出其交點分歧性。 

 
 

 

 

 

 

貳、研究目的 

 
一、找出對稱於𝑦 = 𝑟𝑥的兩拋物線，其交點的分歧性質為何？ 

二、找出兩對稱拋物線，經由線性變換(旋轉)後，其交點的分歧性質為何? 

三、找出對稱於平面𝑥 = 𝑟𝑧的兩橢圓拋物面，其交點的分歧性質為何？ 

四、找出兩對稱橢圓拋物面，經由尤拉角旋轉後，其交點分歧性質為何？ 

 

 

 

 

 

 

參、研究設備與器材 

 
Maxima數學軟體 

GeoGebra數學軟體 
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肆、研究過程 
 

一、文獻探討： 
 

        我們在學姊的作品中發現了有關對稱線性的交點探討，以下是部分結論: 

對稱於 x y 的兩拋物線可表示成 2y ax bx c   與 2x ay by c   ( 0)a  ，當時要研究兩函數圖

形交點數量的分歧性質。在 0a  的條件下，
2

2

y ax bx c

x ay by c

   


  
我們可以知道，若聯立方程式有

解，則必定會有落在 x y 上的交點 * * *( , )X x x ，所以
2* *( 1) 0ax b x c    得到以下定理: 

(*表示當年所使用定理與方程式) 

 

 

 

 

接下來針對2個或4個交點來作討論。在 0a  的條件下， 
2

2

...(4*)

...(5*)

y ax bx c

x ay by c

   


  
，(4*)代入(5*)

3 4 2 3 2 2 2 2 22 ( 2 ) (2 1) ( ) 0a x a bx ab a c ab x abc b x ac bc c             

在 1a   的條件下，我們固定b 值來分析其交點的個數，至於其它b 值的函數圖形，其交點個數

可視為與原函數圖形平移後有相同結果。 1,b c取 為參數，可以得到下列方程式
4 3 22 2( 1) 2 ( 2) 0x x c x cx c c       …(6*)，由定理一*-(3)可知 2( 1) 4 >0 >0b ac c    

(取 1 1a b  、 )的條件下去討論。由於一元四次方程式的判別式過於複雜，我們利用以下引

理: 

利用引理一*，我們將 4 3 22 2( 1) 2 ( 2) 0x x c x cx c c        …(6*)，轉換成方程式

4 2 21 3 5
ˆ ˆ ˆ(2 ) ( ) 0

2 2 16
x c x x c c        …(7*)，令

1
(2 )  1 

2
p c q   、 、 2 3 5

2 16
r c c   ，則方程

式為 4 2ˆ ˆ ˆ 0x px qx r     …(8*)。引進變數 y ，使得 1 2 3 y y y、 、 為方程式

3 2 2 22 ( 4 ) 0y py p r y q      …(9*)之三根，其中 

定理一*：(1)若 2( 1) 4 0b ac    ，沒有交點。 

         (2)若 2( 1) 4 0b ac    ，恰有1個交點。 

         (3)若 2( 1) 4 >0b ac   ，有2個或4個交點。 

引理一*：方程式 4 3 2 0( 0)ax bx cx dx e a      轉換成 4 2 0x px qx r    的四個根為 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

4 1 2 3

1
( )

2

1
( )

2

1
( )

2

1
( )

2

x y y y

x y y y

x y y y

x y y y


     


      


       


       


其中 1 2 3 y y y、 、 為方程式 3 2 2 22 ( 4 ) 0y py p r y q     之三根。 
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1 1 2 3 3 1 2 3

2 1 2 3 4 1 2 3

1 1
ˆ ˆ( )     ( )

2 2

1 1
ˆ ˆ( )    ( )

2 2

x y y y x y y y

x y y y x y y y


            


             


 

所以只要能找出判別(9*)式的解的條件，則對於(6*)式的解就能加以分析。 

利用引理二*，我們分析(9*)式的解的條件: 

令
2

3

p
y z  ，轉換成方程式

2
3 3 22 8

( 4 ) ( ) 0
3 27 3

p
z r z p rp q       …(10*) 

令
2

3 22 8
' ( 4 ) '

3 27 3

p
p r q p rp q     、 ，且因為 21 3 5

(2 )  1 
2 2 16

p c q r c c      、 、  

所以 21
' (16 20 4)

3
p c c    、 3 2128 80 32 16

'
27 9 9 27

q c c c    。可以表示出 

2 3
4 3 2 3' ' 64 64 64 64 64

( 1)
4 27 27 9 9 27 27

q p
c c c c c c            

    我們得到以下結論一*，在 1 1 0a b c   、 、 的條件下: 

(1)當0 1c  ，則判別式
2 3' '

0
4 27

q p
    ，圖形有兩個交點。 

(2)當 1c  ，則判別式
2 3' '

0
4 27

q p
    ，圖形有四個交點。 

    在 1a   的條件下，現在我們改成固定 c 值來分析其交點的個數，至於其它 c 值的函數圖

形，其交點個數可視為與原函數圖形平移後有相同結果。 1,c b 取 為參數，可以得到下列方程

式 4 3 2 2 22 ( 2) ( 2 1) ( 2) 0x bx b b x b b x b           …(11*)，由引理二-(3)可知
2( 1) 4 >0b ac  (取 1 1a c   、 )的條件下去討論: 2( 1) 4b   3 1b b   或  

同理利用引理一*與引理二*我們得到判別式為， 
2 3 8

7 5 4 3 2'' '' 2 28 31 14 392 343
6

4 27 108 27 27 54 27 27 36

q p b
b b b b b b             

因為次方較高，我們利用maxima軟體求出根為 1( )  3( )  1 2 2 b   、 、三重根 三重根 。 

    我們得到以下結論二*，在 1 1 3  1a c b b      、  且 或 的條件下: 

引理二*：Cardano’s method 

方程式 3 2' ' ' 0x b x cx d    代換未知項
'

3

b
x z  以消去二次項，可得 

3 ' ' 0z p z q   ，其中

2

3

'
'

3

2 ' ' '
' '

27 3

b
p c

b b c
q d


 


   


  其判別式為
2 3' '

 
4 27

q p
    

  
2 3 2 3

>0  

  <0  

' ' ' '
0  ( 0) ( 0)

4 27 4 27

q p q p






       


，

有一實根與兩共軛虛根

其中 有三不等實根

有三重實根 或二重實根一單實根
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(1)當3 1 2 2b   ，則判別式
2 3'' ''

0
4 27

q p
    ，圖形有兩個交點。 

(2)當 1 2 2b   ，則判別式
2 3'' ''

0
4 27

q p
    ，圖形有四個交點。 

(3)當1 2 2 1b    ，則判別式
2 3'' ''

0
4 27

q p
    ，圖形有兩個交點。 

(4)當 1 2 2b   ，則判別式
2 3'' ''

0
4 27

q p
    ，圖形有四個交點。 

 

      

 

 
 【參數: 1 3.5 1a b c    、 、 】           【參數: 1 5 1a b c    、 、 】 

 
【參數: 1 1.5 1a b c     、 、 】           【參數: 1 3 1a b c     、 、 】

數據模擬 
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二、研究主題: 

  1.改良代數求解方法討論對稱於𝑥 = 𝑦的兩拋物線，其交點的分歧性 

    在文獻中，我們可以發現有兩個主要的問題，分別是需要對係數進行限制與求解過程過於 

    繁雜，然而仍無法得到一般性，因此我們嘗試提出不同於文獻的方法來討論。 

(1)因式分解的角度處理 

對稱於𝑥 = 𝑦之兩拋物線可表示成{
𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

𝑥 = 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐
(a < 0)，解此聯立方程式可得一個 

四次方程式: 

𝑎3𝑥4 + 2𝑎2𝑏𝑥3 + (𝑎𝑏2 + 2𝑎2𝑐 + 𝑎𝑏)𝑥2 + (2𝑎𝑏𝑐 + 𝑏2 − 1)𝑥 + 𝑎𝑐2 + 𝑏𝑐 + 𝑐 = 0…(1) 

       將(1)式因式分解成(a𝑥2 + (𝑏 − 1)𝑥 + 𝑐)(𝑚𝑥2 + 𝑛𝑥 + 𝑘) = 0，其中 a𝑥2 + (𝑏 − 1)𝑥 +

                 𝑐 = 0的解表示兩對稱拋物線落在對稱軸上的交點，而𝑚𝑥2 + 𝑛𝑥 + 𝑘 = 0表示沒有落在 

       對稱軸上的交點(由定理六證明知道，其實該交點是由與對稱軸垂直且通過分歧點的直 

       線以及拋物線間的交點，後面說明)。我們令{
 𝐷1 = (𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐

𝐷2 = 𝑛2 − 4𝑚𝑘
，可得定理一

 

 

由對應係數知道 

(𝑎𝑥2 + (𝑏 − 1)𝑥 + 𝑐) (𝑚𝑥2 + 𝑛𝑥 + 𝑘) = 𝑎3𝑥4 + 2𝑎2𝑏𝑥3 

             + (𝑎𝑏2 + 2𝑎2𝑐 + 𝑎𝑏) 𝑥2 + (2𝑎𝑏𝑐 + 𝑏2 − 1) 𝑥 + 𝑎𝑐2 + 𝑏𝑐 + 𝑐 = 0 

          ⇔  

{
  
 

  
 𝑎𝑚 = 𝑎3

𝑚(𝑏 − 1) + 𝑛𝑎 = 2𝑎2𝑏

𝑛(𝑏 − 1) + 𝑚𝑐 + 𝑎𝑘 = 𝑎𝑏2 + 2𝑎2𝑐 + 𝑎𝑏 ⇔

𝑛𝑐 + 𝑘(𝑏 − 1) = 2𝑎𝑏𝑐 + 𝑏2 − 1

ck = a𝑐2 + 𝑏𝑐 + 𝑐

{
𝑚 = 𝑎2

𝑛 = 𝑎𝑏 + 𝑎

𝑘 = 𝑎𝑐 + 𝑏 + 1

…(2) 

可以得到以下結論: 

定理一: 

 (1)若 𝐷1 × 𝐷2 < 0 ( 𝐷1 > 0且𝐷2 < 0)，二實根且一對共軛虛根。(圖形有2個交點) 

(2)若 𝐷1 × 𝐷2 = 0 ( 𝐷1 = 0或  𝐷1 > 0、𝐷2 ≤ 0)，有一重根。 

(圖形有1個交點或2個交點且有一個分歧點) 

(3)若 𝐷1 × 𝐷2 > 0 ( 𝐷1 > 0、𝐷2 > 0  或  𝐷1 < 0) ，四實根或兩對共軛虛根。 

(圖形有4個交點或沒有交點) 
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I. 若圖形有無交點，則 𝐷1 < 0 ⟺ (𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 < 0 

II. 若圖形有一交點，則 𝐷1 = 0 ⟺ (𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 = 0 

III. 若圖形有兩個交點，則  𝐷1 > 0、𝐷2 ≤ 0 ⟺ (𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 > 0且𝑛2 − 4𝑚𝑘 ≤ 0 

                            ⟺ (𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 > 0且(𝑎𝑏 + 𝑎)2 − 4𝑎2(𝑎𝑐 + 𝑏 + 1) ≤ 0 ⟺ 0 < (𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 ≤ 4 

IV. 若圖形有四交點，則 𝐷1 > 0、𝐷2 > 0 ⟺ (𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 > 0且𝑛2 − 4𝑚𝑘 > 0 

      ⟺ (𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 > 4 

(2)切線斜率的角度處理 

在討論完代數方法後，為了更加簡化問題，我們嘗試從切線斜率的角度處理，仔細觀察

圖形可以發現，當出現一個交點𝑋1的時候，如圖(1);通過該點的切線斜率𝑚與𝑥 = 𝑦的

斜率相同皆為1，圖形從一個交點到兩個交點時，𝑋1的切線斜率逐漸減少為−1 < 𝑚 <

1，如圖(2);圖形從兩個交點要到四個交點之前稱為分歧點𝑋1，其切線斜率𝑚 = −1，如

圖(3);圖形為四個交點的時候，𝑋1的切線斜率𝑚 < −1如圖(4)。 

 

 

 
圖(1) 

 

 
圖(2) 

 

 
圖(3) 

 

 
圖(4) 
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接下來處理引理一-(3)，針對圖形在什麼性質下會有2個或4個交點來做討論。由引 

理一-(3)可知 2( 1) 4 >0b ac  ，則a𝑥2 + (𝑏 − 1)𝑥 + 𝑐 = 0有兩相異解𝑥1、𝑥2分別為點 

𝑋1、𝑋2的 𝑥坐標。其解為: 

𝑥1 =
−(𝑏−1)−√(𝑏−1)2−4𝑎𝑐

2𝑎
、𝑥2 =

−(𝑏−1)+√(𝑏−1)2−4𝑎𝑐

2𝑎
(𝑎 < 0、𝑥1 > 𝑥2) 

我們針對𝑋1的切線斜率來討論，令𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐，則𝑚 = 𝑓′ (𝑥1) = 2𝑎𝑥1 + 𝑏， 

        得到定理二: 

 

 

 

 

        證明: 

(1)若−1 ≤ 𝑚 < 1 ⟺ −1 ≤ 2𝑎𝑥1 + 𝑏 < 1 

             ⟺
−1−b

2𝑎
≥ 𝑥1 >

1−b

2𝑎
 

                    ⟺
−1−b

2𝑎
≥

−(𝑏−1)−√(𝑏−1)2−4𝑎𝑐

2𝑎
>

1−b

2𝑎
 

                      ⟺ 2 ≥ √(𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 > 0 

                      ⟺ 4 ≥ (𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 > 0 
 

(2)若𝑚 < −1 ⟺ 2𝑎𝑥1 + 𝑏 < −1 

         ⟺ 𝑥1 >
−1−b

2𝑎
 

                ⟺
−(𝑏−1)−√(𝑏−1)2−4𝑎𝑐

2𝑎
>

−1−b

2𝑎
 

                  ⟺ √(𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 > 2 

                  ⟺ (𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 > 4 
 

 

 

 

 

引理一： (1)若 2( 1) 4 0b ac    ，沒有交點。 

         (2)若 2( 1) 4 0b ac    ，恰有1個交點。 

         (3)若 2( 1) 4 >0b ac   ，有2個或4個交點。 

(來源:參考文獻中定理一) 

定理二： (1)若−1 ≤ 𝑚 < 1，則4 ≥ (𝑏 − 1)
2
− 4𝑎𝑐 > 0圖形有兩個交點。 

         (2)若𝑚 < −1，則(𝑏 − 1)
2
− 4𝑎𝑐 > 4圖形有四個交點。 
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       證明𝑚 = −1時，圖形有兩個交點: 

   設𝑚 = −1時，圖形有四個交點，則由定理一知道 

    𝑛2 − 4𝑚𝑘 > 0 ⟺ (𝑎𝑏 + 𝑎)2 − 4𝑎2(𝑎𝑐 + 𝑏 + 1) > 0 ⟺ (𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 > 4 

   但是𝑚 = −1 ⟺ 2𝑎𝑥1 + 𝑏 = −1 ⟺
−(𝑏−1)−√(𝑏−1)2−4𝑎𝑐

2𝑎
=

−1−b

2𝑎
⟺ (𝑏 − 1)2 −

                               4𝑎𝑐 = 4，矛盾。 

 

 
 

 
 

 

 
 

參數: 𝑎 = −0.5、𝑏 = 4、𝑐 = −2.5 
(𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 = 4兩個交點(分歧點) 

(圖5) 

參數: 𝑎 = −0.5、𝑏 = 4、𝑐 = −1 
(𝑏 − 1)2 − 4𝑎𝑐 > 4(四個交點) 

(圖6) 

 

2.找出對稱於𝑦 = 𝑟𝑥的兩拋物線，其交點的分歧性 

     

 

 

 

 

說明：圖形從兩個交點要到四個交點之前稱為分歧點𝑋1，其切線斜率𝑚 = −1 

數據模擬 

引理二： 設𝐿為坐標平面上通過原點，但異於𝑦軸的直線，則𝐿的方程式為𝑦 = 𝑟𝑥 

         其中， 𝑃′(𝑥′, 𝑦′)為 𝑃(𝑥, 𝑦)關於𝐿之對稱點，其線性變換可表示成:(鏡射) 

[
𝑥′

𝑦′
] =

[
 
 
 
 1 − 𝑟2

1 + 𝑟2

2𝑟

1 + 𝑟2

2𝑟

1 + 𝑟2

𝑟2 − 1

1 + 𝑟2]
 
 
 
 

[
𝑥
𝑦] 

(來源:參考龍騰文化數學甲(上)教師手冊(91年3月第二版)，第98頁) 
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由引理二，我們將對稱於𝑦 = 𝑟𝑥的兩拋物線表示為 

 {

𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

2𝑟

1+𝑟2
𝑥 +

𝑟2−1

1+𝑟2
𝑦 = 𝑎 (

1−𝑟2

1+𝑟2
𝑥 +

2𝑟

1+𝑟2
𝑦)

2

+ 𝑏 (
1−𝑟2

1+𝑟2
𝑥 +

2𝑟

1+𝑟2
𝑦) + 𝑐

，(𝑎 < 0)…(2)我們知道若聯立 

  方程式有解，則必定會有落在𝑦 = 𝑟𝑥上的交點𝑋∗(𝑥∗, 𝑟𝑥∗)，代入𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ⇒  

     𝑎𝑥∗2 + (𝑏 − 𝑟)𝑥∗ + 𝑐 = 0…(3)可得到定理三 

  證明: 

       (3)式為一元二次方程式，我們利用判別式可以得到定理三-(1)(2)，接下來處理定理三 

       -(3)(4)，我們知道當(𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 > 0，圖形會有2個或4個交點。利用公式解解出(3) 

       式，可得: 

𝑥1 =
−(𝑏 − 𝑟) − √(𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
、𝑥2 =

−(𝑏 − 𝑟) + √(𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
(𝑎 < 0、𝑥1 > 𝑥2) 

   (一)在𝑟 > 0的條件下，我們針對𝑋1的切線斜率來討論，令𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐， 

       則𝑚 = 𝑓′ (𝑥1) = 2𝑎𝑥1 + 𝑏可以得到: 

(1) 若−
1

𝑟
≤ 𝑚 < 𝑟 ⇔ −

1

𝑟
≤ 2𝑎𝑥1 + 𝑏 < 𝑟 

               ⇔
−1−br

2𝑎𝑟
≥ 𝑥1 >

𝑟−𝑏

2𝑎
 

               ⟺
−1−br

2𝑎𝑟
≥

−(𝑏−𝑟)−√(𝑏−𝑟)2−4𝑎𝑐

2𝑎
>

𝑟−𝑏

2𝑎
 

                           ⟺ (1+𝑟2

𝑟
) ≥ √(𝑏 − 𝑟)

2
− 4𝑎𝑐 > 0 

                          ⟺ (
1+𝑟2

𝑟
)

2

≥ (𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 > 0 

           ，則圖形有兩個交點，其中分歧點𝑋1(
−𝑏𝑟−1

2𝑎𝑟
,
−𝑏𝑟−1

2𝑎
)。 

 

 

 

 

 

定理三： 在𝑎 < 0的條件下，對稱於𝑦 = 𝑟𝑥的兩拋物線，其交點分歧性為 

(1)若(𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 < 0，圖形沒有交點。 

(2)若(𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 = 0，圖形恰有1個交點。 

(3)若(
1+𝑟2

𝑟
)2 ≥ (𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 > 0，圖形有2個交點。其中，分歧點𝑋1(

−𝑏𝑟−1

2𝑎𝑟
,
−𝑏𝑟−1

2𝑎
) 

(4)若(𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 > (
1+𝑟2

𝑟
)2，圖形有4個交點。 
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(2) 若−
1

𝑟
> 𝑚 ⇔ −

1

𝑟
> 2𝑎𝑥1 + 𝑏 ⇔

−1−br

2𝑎𝑟
< 𝑥1 

           ⇔
−1−br

2𝑎𝑟
<

−(𝑏−𝑟)−√(𝑏−𝑟)2−4𝑎𝑐

2𝑎
 

                      ⟺ (
1+𝑟2

𝑟
) < √(𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 

                      ⟺ (
1+𝑟2

𝑟
)

2

< (𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐，則圖形有四個交點。 

   (二)在𝑟 ≤ 0的條件下，我們針對𝑋2的切線斜率來討論，令𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐， 

       則𝑚 = 𝑓′ (𝑥2) = 2𝑎𝑥2 + 𝑏可以得到: 

(1) 若𝑟 < 𝑚 ≤ −
1

𝑟
⇔ 𝑟 < 2𝑎𝑥2 + 𝑏 ≤ −

1

𝑟
 

               ⇔
𝑟−𝑏

2𝑎
> 𝑥2 ≥

−1−br

2𝑎𝑟
 

               ⟺
𝑟−𝑏

2𝑎
>

−(𝑏−𝑟)+√(𝑏−𝑟)2−4𝑎𝑐

2𝑎
≥

−1−br

2𝑎𝑟
 

                          ⟺ (
−1−𝑟2

𝑟
) ≥ √(𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 > 0 

                          ⟺ (
1+𝑟2

𝑟
)

2

≥ (𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 > 0 

           ，則圖形有兩個交點，其中分歧點𝑋1(
−𝑏𝑟−1

2𝑎𝑟
,
−𝑏𝑟−1

2𝑎
)。 

(2) 若−
1

𝑟
< 𝑚 ⇔ −

1

𝑟
> 2𝑎𝑥2 + 𝑏 ⇔

−1−br

2𝑎𝑟
< 𝑥2 

           ⇔
−1−br

2𝑎𝑟
<

−(𝑏−𝑟)+√(𝑏−𝑟)2−4𝑎𝑐

2𝑎
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                      ⟺ (
−1−𝑟2

𝑟
) < √(𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 

                      ⟺ (
1+𝑟2

𝑟
)

2

< (𝑏 + 𝑟)2 − 4𝑎𝑐，則圖形有四個交點。 

    由(一)(二)可以知道𝑟不論為正或負，其結果是相同的。 

 

 

 

 

 

 

 

參數: 𝑎 = −0.5、𝑏 = 2、𝑐 = 1、𝑟 = 0.5 

(
1+𝑟2

𝑟
)

2

≥ (𝑏 + 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 > 0  兩個交點 

(圖7) 

參數: 𝑎 = −0.5、𝑏 = 2、𝑐 = 6、𝑟 = 0.5 

(
1+𝑟2

𝑟
)

2

< (𝑏 + 𝑟)2 − 4𝑎𝑐  四個交點 

(圖8) 

 

 

 

 
參數: 𝑎 = −0.5、𝑏 = 2、𝑐 = −2、𝑟 = −0.5 

(
1+𝑟2

𝑟
)

2

≥ (𝑏 + 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 > 0  兩個交點 

(圖9) 

參數: 𝑎 = −0.5、𝑏 = 5、𝑐 = −2、𝑟 = −0.5 

(
1+𝑟2

𝑟
)

2

< (𝑏 + 𝑟)2 − 4𝑎𝑐  四個交點 

(圖10) 

 

 

 

 

數據模擬 
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3.討論一般型拋物線，經由線性變換(旋轉)後，與其對稱拋物線交點的分歧性 

  我們的想法是，找出一般型拋物線經由坐標旋轉後可轉為標準式，之後，對稱軸也相對應旋 

  轉，這樣我們可套用定理三找出交點分歧性。 

    由引理三，我們可假設拋物線一般式為𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0…(4)，若圖 

形為拋物線，則𝑐 − 𝑏2 = 0，(4)⟹ 𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑏2𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0…(5) 

 

 

 

 

 

 

引理三：實係數二元二次方程式A𝑥2 + 2𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + 𝐹 = 0，所表示 

        的圖形為二次曲線，其中△= |
𝐴 𝐵 𝐷
𝐵
𝐷

𝐶
𝐸

𝐸
𝐹
| ≠ 0並滿足以下判別式 A𝐶 − 𝐵2: 

(1)若 A𝐶 − 𝐵2 > 0，則圖形為橢圓。 

(2)若 A𝐶 − 𝐵2 = 0，則圖形為拋物線。 

(3)若 A𝐶 − 𝐵2 < 0，則圖形為雙曲線。 

(來源:參考龍騰文化數學甲(上)教師手冊(91年3月第二版)，第50~57頁) 

引理四：當坐標軸逆時針旋轉θ角時，坐標平面上任一點的新坐標(𝑥′, 𝑦′)與原坐標(𝑥, 𝑦)的

關係為 

                      [𝑥
′

𝑦′
] = [

𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃

−𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃

] [
𝑥

𝑦] ，0 ≤ 𝜃 ≤
𝜋

2
 

(來源:參考龍騰文化數學甲(上)教師手冊(91年3月第二版)，第99頁) 

引理五：當坐標軸逆時針旋轉θ角時，原二次曲線𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 2𝐷𝑥 + 2𝐸𝑦 + 𝐹 = 0

轉軸後的方程式為𝐴′𝑥2 + 2𝐵′𝑥𝑦 + 𝐶′𝑦2 + 2𝐷′𝑥 + 2𝐸′𝑦 + 𝐹′ = 0，其中: 

𝐴′ =
1

2
(𝐴 + 𝐶) +

1

2
(𝐴 − 𝐶)𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝐵𝑠𝑖𝑛2𝜃 

                         𝐵′ = 𝐵𝑐𝑜𝑠2𝜃 −
1

2
(𝐴 − 𝐶)𝑠𝑖𝑛2𝜃 

𝐶 ′ =
1

2
(𝐴 + 𝐶) −

1

2
(𝐴 − 𝐶)𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝐵𝑠𝑖𝑛2𝜃 

                         𝐷′ = 𝐷𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝐸𝑠𝑖𝑛𝜃 

                         𝐸′ = −𝐷𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝐸𝑐𝑜𝑠𝜃 

若旋轉後消去𝑥𝑦項，則𝐵′ = 0 ⟺ 𝑐𝑜𝑡2𝜃 =
𝐴−𝐶

2𝐵
，0 ≤ 2𝜃 ≤ 𝜋 

(來源:參考龍騰文化數學甲(上)教師手冊(91年3月第二版)，第40頁) 
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為了讓旋轉後拋物線為標準型，我們利用引理五，使得𝐵′ = 𝐶 ′ = 0 

 {
𝑐𝑜𝑡2𝜃 =

𝐴−𝐶

2𝐵
  (𝐵′ = 0)

(𝐴 + 𝐶) = (𝐴 − 𝐶)𝑐𝑜𝑡2𝜃 + 2𝐵
⟺ 𝑠𝑖𝑛2𝜃 =

2𝐵(𝐴+𝐶)

(𝐴−𝐶)2+4𝐵2
 

 ⟺
2𝑡𝑎𝑛𝜃

1+𝑡𝑎𝑛2𝜃
=

2𝐵(𝐴+𝐶)

(𝐴−𝐶)2+4𝐵2
 

 ⟺ 𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝓅±√𝓅2−𝓆2

𝓆
，其中𝓅 = (𝐴 − 𝐶)2 + 4𝐵2、𝓆 = 2𝐵(𝐴 + 𝐶)…(6) 

由上述知道，若滿足(6)式，表示一般拋物線會旋轉成標準型拋物線，即方程式消去𝑥𝑦項及

𝑦2項，若以 𝑡𝑎𝑛𝜃 = 1(𝜃 =
𝜋

4
) 為例，我們可以得到: 

𝑡𝑎𝑛𝜃 = 1 ⟺
𝓅 ± √𝓅2 − 𝓆2

𝓆
= 1 ⟺ 𝓅 = 𝓆 

    ⟺ (𝐴 − 𝐶)2 + 4𝐵2 = 2𝐵(𝐴 + 𝐶) ⟺ (𝐴 − 𝐶)2 + 4𝐵2 = 2𝐵(𝐴 + 𝐶)…(7) 

由(5)式知道，𝐴 = 1、𝐵 = 𝑏、𝐶 = 𝑏2代入(7) ⇒ (𝑏 − 1)2 = 0 ⟺ 𝑏 = 1…(8) 

因此，(5)式利用引理四我們將坐標旋轉
𝜋

4
得到 ⟹ (

√2

2
𝑥 −

√2

2
𝑦)

2

+ 2𝑏(
√2

2
𝑥 −

√2

2
𝑦)(

√2

2
𝑥 +

√2

2
𝑦) + 𝑏2 (

√2

2
𝑥 +

√2

2
𝑦)

2

+ 2𝑑(
√2

2
𝑥 −

√2

2
𝑦) + 2𝑒(

√2

2
𝑥 +

√2

2
𝑦) + 𝑓 = 0…(9)，利用(8)與(9)式

得到標準型拋物線𝑦 =
2√2𝑥2+2(𝑑+𝑒)𝑥+√2𝑓

2(𝑑−𝑒)
(取𝑑 < 𝑒，開口向下)…(10)，原對稱軸𝑦 = 𝑟𝑥亦旋

轉
𝜋

4
得到𝑦 =

𝑟−1

𝑟+1
𝑥…(11)，最後，套用定理三可以得到以下定理四: 

 

 

定理四： 在𝑑 < 𝑒、 𝑏 = 1的條件下，拋物線𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0對稱於   

          𝑦 = 𝑟𝑥的兩對稱拋物線，其交點分歧性為: 

(1) 若(𝑑 + 𝑒𝑟)2 − 𝑓(𝑟 + 1)
2
< 0，圖形沒有交點。 

(2) 若(𝑑 + 𝑒𝑟)2 − 𝑓(𝑟 + 1)
2
= 0，圖形恰有1個交點。 

(3) 若(
(𝑑−𝑒)(𝑟2+1)

𝑟−1
)

2

≥ (𝑑 + 𝑒𝑟)2 − 𝑓(𝑟 + 1)
2
> 0，圖形有2個交點。 

其中，分歧點𝑋1(
𝑒−𝑑𝑟

𝑟2−1
,
𝑟(𝑒−𝑑𝑟)

𝑟2−1
) 

(4) 若(𝑑 + 𝑒𝑟)2 − 𝑓(𝑟 + 1)
2
> (

(𝑑−𝑒)(𝑟2+1)

𝑟−1
)

2

，圖形有4個交點。 
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證明: 

     拋物線𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0與對稱軸𝑦 = 𝑟𝑥交點分歧性討論，亦即討論 

     拋物線𝑦 =
2√2𝑥2+2(𝑑+𝑒)𝑥+√2𝑓

2(𝑑−𝑒)
(𝑑 < 𝑒)與對稱軸𝑦 =

𝑟−1

𝑟+1
𝑥交點分歧性。 

(1)若滿足(
𝑑+𝑒

𝑑−𝑒
−

𝑟−1

𝑟+1
)

2

− 4 ×
√2

𝑑−𝑒
×

√2𝑓

2(𝑑−𝑒)
< 0  

    ⟺ (2(𝑑 + 𝑒𝑟))
2
− 4(𝑟 + 1)

2
𝑓 < 0 

         ⟺ (𝑑 + 𝑒𝑟)2 − 𝑓(𝑟 + 1)
2
< 0，圖形沒有交點。 

  (2)若滿足(
𝑑+𝑒

𝑑−𝑒
−

𝑟−1

𝑟+1
)

2

− 4 ×
√2

𝑑−𝑒
×

√2𝑓

2(𝑑−𝑒)
= 0 

         ⟺ (𝑑 + 𝑒𝑟)2 − 𝑓(𝑟 + 1)
2
= 0，圖形有1個交點。 

  (3)若滿足(
1+(

𝑟−1

𝑟+1
)2

𝑟−1

𝑟+1

)2 ≥ (
𝑑+𝑒

𝑑−𝑒
−

𝑟−1

𝑟+1
)

2

− 4 ×
√2

𝑑−𝑒
×

√2𝑓

2(𝑑−𝑒)
> 0 

         ⟺ (
𝑟+1

𝑟−1
+

𝑟−1

𝑟+1
)

2

≥ (
𝑑+𝑒

𝑑−𝑒
−

𝑟−1

𝑟+1
)

2

− 4 ×
𝑓

(𝑑−𝑒)2
> 0 

         ⟺ (
(𝑑−𝑒)(𝑟2+1)

𝑟−1
)

2

≥ (𝑑 + 𝑒𝑟)2 − 𝑓(𝑟 + 1)
2
> 0，圖形有2個交點。 

     另外，(5)式(𝑏 = 1)與對稱軸𝑦 = 𝑟𝑥可以得到:𝑥2 + 2𝑟𝑥 + 𝑟2𝑥2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 

⟺ 𝑥 =
−(𝑑+𝑒𝑟)±√(𝑑+𝑒𝑟)2−𝑓(𝑟2+1)

(𝑟+1)2
(取數值較大的)⇒ 𝑥 =

−(𝑑+𝑒𝑟)+√
(𝑑−𝑒)2(𝑟2+1)

(𝑟−1)2

(𝑟+1)2
(分歧點條件) 

⟺ 𝑥 =
𝑒−𝑑𝑟

𝑟2−1
，則分歧點𝑋1(

𝑒−𝑑𝑟

𝑟2−1
,
𝑟(𝑒−𝑑𝑟)

𝑟2−1
) 

(4)若滿足(
𝑑+𝑒

𝑑−𝑒
−

𝑟−1

𝑟+1
)

2

− 4 ×
√2

𝑑−𝑒
×

√2𝑓

2(𝑑−𝑒)
> (

1+(
𝑟−1

𝑟+1
)2

𝑟−1

𝑟+1

)2 

         ⟺ (𝑑 + 𝑒𝑟)2 − 𝑓(𝑟 + 1)
2
> (

(𝑑−𝑒)(𝑟2+1)

𝑟−1
)

2

，圖形有4個交點。 
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拋物線𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 

參數: 𝑏 = 1、 𝑑 = −2、𝑒 = 4、𝑓 = 15、𝑟 = 3 

沒有交點(圖11) 

拋物線𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 

參數: 𝑏 = 1、𝑑 = −2、𝑒 = 4、𝑓 = 6.25、𝑟 = 3 

1個交點(圖12) 

 

 

 

 

拋物線𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 

參數:𝑏 = 1、 𝑑 = 2、𝑒 = 4、𝑓 = 6、𝑟 = 3 

兩個交點，其中分歧點𝑋1(−0.25 − 0.75) 

(圖13) 

拋物線𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 

參數:𝑏 = 1、 𝑑 = 2、𝑒 = 4、𝑓 = 1、𝑟 = 3 

四個交點 

(圖14) 

 

 

 

 

 

 

 

數據模擬 
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伍、推廣討論 

1.三維空間下，探討橢圓拋物面𝛤: 𝑥2 + 𝑦2 = −(𝑧 − 𝑎)對稱於平面𝐸: 𝑥 = 𝑟𝑧(𝑟 > 0)，其交點的分 

歧性: 

(1)空間中一點 𝑃(𝑚, 𝑛, 𝑙)，利用向量找出對稱於平面𝐸: 𝑥 = 𝑟𝑧之對稱點為𝑃′( 
𝑟(𝑚𝑟+𝑙)

1+𝑟2
, 𝑛 ,  

𝑚𝑟+𝑙

1+𝑟2
 )，可知橢圓拋物面𝛤對稱於平面E的橢圓拋物面𝛤 ′: (

𝑟(𝑟𝑥+𝑧)

1+𝑟2
)2 + 𝑦2 = −(

𝑟𝑥+𝑧

1+𝑟2
 − 𝑎)           

    相交圖形為 {
𝛤: 𝑥2 + 𝑦2 = −(𝑧 − 𝑎)

𝛤′: (
𝑟(𝑟𝑥+𝑧)

1+𝑟2
)2 + 𝑦2 = −(

𝑟𝑥+𝑧

1+𝑟2
 − 𝑎)

…(12)，欲求(12)式，我們知道𝛤與𝛤 ′ 

    若有交點勢必會有落在平面𝐸上的點，我們令𝑦 = 0，退化成二維平面來找出交點的分歧性 

    如(圖15)，可以得到{
𝛤: 𝑥2 + 𝑦2 = −(𝑧 − 𝑎)

𝐸: 𝑥 = 𝑟𝑧
𝐹: 𝑦 = 0

…(13) 

    由(13)式⟹ 𝑥2 +
𝑥

𝑟
− 𝑎 = 0 ⟹ 𝑟𝑥2 + 𝑥 − 𝑎𝑟 = 0…(14)，再由(14)式，判別式 

         Δ = 1 + 4𝑎𝑟2可以得到定理五: 

 

 

 

 

  
(圖15) 

定理五：三維空間下，橢圓拋物面𝛤: 𝑥2 + 𝑦2 = −(𝑧 − 𝑎)，對稱於平面𝐸: 𝑥 = 𝑟𝑧(r > 0)，     

        其交點分歧性: 

(1) 若1 + 4𝑎𝑟2 < 0，則圖形沒有交點。 

(2) 若1 + 4𝑎𝑟2 = 0，則圖形恰有1個交點，且交點在𝑀(− 1

2𝑟
, 0, − 1

2𝑟2
) 

(3) 若0 < 1 + 4𝑎𝑟2 ≤ (1 + 𝑟2)2，則圖形交於一橢圓曲線，其中 
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證明: 

(I)說明定理五-(1)(2) 

     由(14)式的判別式可以得到定理五-(1)(2)，且(14)式的解為𝑥 =
−1

2𝑟
代入(13)式可得交點 

𝑀1(−
1

2𝑟
, 0,− 1

2𝑟2
)。 

 

            (i)若𝑟 > 1(長軸為𝑦軸)，則相交之橢圓曲線位置向量 

                 𝑟1
(𝑡) = 中心點𝑀1 (−

1

2𝑟
, 0, −

1

2𝑟2
) +

{
  
 

  
 𝑥 =

√4𝑎𝑟2 + 1

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑦 =
√4𝑎𝑟2 + 1

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑧 =
√4𝑎𝑟2 + 1

2𝑟2
𝑠𝑖𝑛𝜃

，0 ≤ 𝜃 ≤ 2π 

            (ii)若0 < 𝑟 < 1(長軸為𝑧軸)，則相交之橢圓曲線位置向量 

              𝑟1
(𝑡) = 中心點𝑀1 (−

1

2𝑟
, 0, −

1

2𝑟2
) +

{
 
 

 
 𝑥 =

√4𝑎𝑟2+1

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑦 =
√4𝑎𝑟2+1

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑧 =
√4𝑎𝑟2+1

2𝑟2 𝑐𝑜𝑠𝜃

，0 ≤ 𝜃 ≤ 2π 

(4) 若1 + 4𝑎𝑟2 > (1 + 𝑟2)2，則圖形交於兩橢圓曲線，一個為上式(3)所示，另一個如下 

            (i) 若𝑟 > 1(長軸為𝑧軸)，則相交之橢圓曲線位置向量 

                           𝑟2
(𝑡) = 中心點𝑀2 ( 

𝑟

2
 , 0 ,

1

2
 ) +

{
  
 

  
 𝑥 = −

√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)2

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑦 =
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)2

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑧 =
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)2

2
𝑐𝑜𝑠𝜃

， 0 ≤ 𝜃 ≤ 2π 

            (ii)若0 < 𝑟 < 1(長軸為𝑦軸)，則相交之橢圓曲線位置向量 

                          𝑟2
(𝑡) = 中心點𝑀2( 

𝑟

2
 , 0 ,

1

2
 ) +

{
  
 

  
 𝑥 = −

√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)2

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑦 =
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)2

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑧 =
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)2

2
𝑠𝑖𝑛𝜃

，0 ≤ 𝜃 ≤ 2π 

其中，中心點𝑀2( 
𝑟

2
 , 0 ,

1

2
 )為分歧點(由定理六可知)。 
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(II)說明定理五-(3) 

     由(13)式得到解為𝑥 =
−1±√1+4𝑎𝑟2

2𝑟
，利用定理三，若𝑟 > 0，則𝑥1 =

−1+√1+4𝑎𝑟2

2𝑟
、 

     𝑥2 =
−1−√1+4𝑎𝑟2

2𝑟
(𝑥1 > 𝑥2)，𝑧 = 𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 𝑎 ⟺ 𝑓′(𝑥) = −2𝑥 ⟺ 

     𝑓′(𝑥1) =
1−√1+4𝑎𝑟2

𝑟
…(15)，由定理三-(3)得到: 

                                若−𝑟 ≤ 𝑓′(𝑥1) <
1

𝑟
 

                               ⟺ −𝑟 ≤
1−√1+4𝑎𝑟2

𝑟
<

1

𝑟
 

                               ⟺ −𝑟2 ≤ 1 − √1 + 4𝑎𝑟2 < 1 

                               ⟺ 1 + 4𝑎𝑟2 ≤ (1 + 𝑟2)
2
，  

         則對稱橢圓拋物面交於1個橢圓曲線 𝑟1
(𝑡) 

  如何找出相交的橢圓曲線，我們利用以下式子: 

{𝛤: 𝑥2 + 𝑦2 = −(𝑧 − 𝑎)
𝐸: 𝑥 = 𝑟𝑧

，𝑟 > 0…(16)，求聯立方程式的解: 

   ⟺ 𝑟2𝑧2 + 𝑦2 = −𝑧 + 𝑎 

⟺ 𝑟2𝑧2 + 𝑧 + 𝑦2 = 𝑎 

         ⟺ 𝑟2(𝑧2 +
1

𝑟2
𝑧) + 𝑦2 = 𝑎 

                        ⟺ 𝑟2 (𝑧 +
1

2𝑟2)
2

+ 𝑦2 =
4𝑎𝑟2 + 1

4𝑟2  

                        ⟺
(𝑧 +

1

2𝑟2
)
2

4𝑎𝑟2+1

4𝑟4

+
𝑦2

4𝑎𝑟2+1

4𝑟2

= 1…(17) 

 

引理六：三維空間中，位於 𝑥𝑦平面之橢圓曲線的表示法:(來源:空間橢圓表示法-網路搜尋附網址) 

(1)純量表示法:{
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1

𝑧 = 0
(兩圖形的交集) 

(2)向量表示法(參數式表示):橢圓曲線上任意點(𝑥, 𝑦, 𝑧)所構成的位置向量𝑟(𝑡)，其中

參數  𝑡 表示角度之變化量。  𝑟(𝑡) = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘 ，其中 𝑥 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝑡、𝑦 =

𝑏𝑠𝑖𝑛𝑡、𝑧 = 0 
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由(16)(17)式及引理五，可知:  

(i)若𝑟 > 1(長軸為𝑦軸)，則相交之橢圓曲線位置向量(0 ≤ 𝜃 ≤ 2π) 

𝑟1
(𝑡) = 中心點𝑀1 (−

1

2𝑟
, 0,−

1

2𝑟2
) +

{
 
 
 

 
 
 𝑥 =

√4𝑎𝑟2 + 1
2𝑟

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑦 =
√4𝑎𝑟2 + 1

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑧 =
√4𝑎𝑟2 + 1

2𝑟2 𝑠𝑖𝑛𝜃

 

(ii)若0 < 𝑟 < 1(長軸為𝑧軸)，則相交之橢圓曲線位置向量 

𝑟1
(𝑡) = 中心點𝑀1 (−

1

2𝑟
, 0,−

1

2𝑟2
) +

{
 
 
 

 
 
 𝑥 =

√4𝑎𝑟2 + 1
2𝑟

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑦 =
√4𝑎𝑟2 + 1

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑧 =
√4𝑎𝑟2 + 1

2𝑟2
𝑐𝑜𝑠𝜃

 

 (II)說明定理五-(4) 

由定理三-(3)得到: 

                          若𝑓′(𝑥1) < −𝑟 

                         ⟺
1−√1+4𝑎𝑟2

𝑟
< −𝑟 

                         ⟺ 1 − √1 + 4𝑎𝑟2 < −𝑟2 

                         ⟺ (1 + 𝑟2)
2
< 1 + 4𝑎𝑟2 

                     ，則對稱橢圓拋物面交於2個橢圓曲線 𝑟1
(𝑡)、𝑟2

(𝑡) 

如何找出另一個橢圓曲線，我們利用{
𝛤: 𝑥2 + 𝑦2 = −(𝑧 − 𝑎)

𝛤′: (𝑟
2𝑥−𝑥+2𝑟𝑧

1+𝑟2 )
2

+ 𝑦2 = −(2𝑟𝑥−𝑟2𝑥+𝑧

1+𝑟2  − 𝑎)
…(18)， 

在條件為𝑟 > 0、(1 + 𝑟2)2 < 1 + 4𝑎𝑟2之下，求出聯立方程式(18): 

(
𝑟2𝑥 − 𝑥 + 2𝑟𝑧

1 + 𝑟2 )2 − 𝑥2 = −(
2𝑟𝑥−𝑟2𝑥 + 𝑧

1 + 𝑟2 − 𝑧) 

⟺ (2𝑟(𝑧 + 𝑟𝑥))(2(𝑟𝑧 − 𝑥)) + 2𝑟(𝑥 − 𝑟𝑧)(1 + 𝑟2) = 0 

                             ⟺ (𝑟𝑧 − 𝑥)(2(𝑧 + 𝑟𝑥) − (1 + 𝑟2)) = 0 
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             ⟺ 𝐸1: 𝑟𝑧 = 𝑥 、 𝐸2: 𝑧 + 𝑟𝑥 =
(1+𝑟2)

2
且𝐸1 ⊥ 𝐸2…(19) 

由(19)式得到{

𝑦 = 0
𝑟𝑧 = 𝑥

𝑧 + 𝑟𝑥 =
(1+𝑟2)

2

，則另一個橢圓曲線𝑟2
(𝑡)中心點𝑀2( 

𝑟

2
 ,   0 ,

1

2
 )…(20) 

如何找出另一個橢圓曲線𝑟2
(𝑡)，我們利用以下式子: 

{
𝛤: 𝑥2 + 𝑦2 = −(𝑧 − 𝑎)

𝐸2: 𝑧 + 𝑟𝑥 =
(1+𝑟2)

2

，𝑟 > 0…(21)，求聯立方程式的解: 

   ⟺
1

𝑟2
(𝑧 −

1 + 𝑟2

2
)2 + 𝑦2 = −𝑧 + 𝑎 

                              ⟺
(𝑧 −

1

2
)
2

(1+4𝑎𝑟2)−(1+𝑟2)2

4

+
𝑦2

(1+4𝑎𝑟2)−(1+𝑟2)2

4𝑟2

= 1… (22) 

由(20)(22)式及引理五，可知⟹  

(i)若𝑟 > 1(長軸為𝑧軸)，則另一個橢圓曲線位置向量(0 ≤ 𝜃 ≤ 2π) 

𝑟2
(𝑡) = 中心點𝑀2( 

𝑟

2
 , 0 ,

1

2
 ) +

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑥 = −
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)

2

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑦 =
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)

2

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑧 =
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)

2

2
𝑐𝑜𝑠𝜃

 

(ii)若0 < 𝑟 < 1(長軸為𝑦軸)，則另一個橢圓曲線位置向量 

𝑟2
(𝑡) = 中心點𝑀2( 

𝑟

2
 , 0 ,

1

2
 ) +

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑥 = −
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)

2

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑦 =
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)

2

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑧 =
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)

2

2
𝑠𝑖𝑛𝜃
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判別式0 < 1 + 4𝑎𝑟2 ≤ (1 + 𝑟2)2，相交之橢圓曲線位置向量 

𝑟1(𝑡) = 中心點𝑀1 (−
1

2𝑟
, 0,−

1

2𝑟2
) +

{
 
 

 
 𝑥 =

√4𝑎𝑟2+1

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑦 =
√4𝑎𝑟2+1

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑧 =
√4𝑎𝑟2+1

2𝑟2 𝑠𝑖𝑛𝜃

，參數為𝑎 = 1、𝑟 = 1.5 

(圖16) 

 

 

 
判別式1 + 4𝑎𝑟2 > (1 + 𝑟2)2，圖形交於兩橢圓曲線，參數為𝑎 = 3.5、𝑟 = 1.5 

     𝑟1(𝑡) = 中心點𝑀1 (−
1

2𝑟
, 0,−

1

2𝑟2
) +

{
  
 

  
 𝑥 =

√4𝑎𝑟2 + 1

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑦 =
√4𝑎𝑟2 + 1

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑧 =
√4𝑎𝑟2 + 1

2𝑟2
𝑠𝑖𝑛𝜃

、  𝑟2(𝑡) = 中心點𝑀2 ( 
𝑟

2
 , 0 ,

1

2
 ) +

{
  
 

  
 𝑥 = −

√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)2

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑦 =
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)2

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑧 =
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)2

2
𝑐𝑜𝑠𝜃

 

(圖17) 

數據模擬 
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證明: 

    若 𝑓′(𝑥1) = −𝑟 ⟺
1−√1+4𝑎𝑟2

𝑟
= −𝑟 ⟺ 1 + 4𝑎𝑟2 = (1 + 𝑟2)2 

                            ⟺ 𝑟2(𝑟2 + 2(1 − 2𝑎))2=0 

                                             ⟺ 𝑟 = 0、𝑟2 = 2(2𝑎 − 1) 

     則𝑥1 =
−1+√1+4𝑎𝑟2

2𝑟
⟺ 𝑥1 =

−1+√1+8𝑎(2𝑎−1)

2𝑟
 

                                              ⟺ 𝑥1 =
−1 + √(4𝑎 − 1)2

2𝑟
 

                                              ⟺ 𝑥1 =
𝑟

2
 

 

2.經尤拉角旋轉後的橢圓拋物面與對稱平面，其交點的分歧性: 

 

 

 

定理六：(遇見分歧點)定理五-(3)，若1 + 4𝑎𝑟2 = (1 + 𝑟2)2，在𝑦 = 0條件下， 𝑋1的切線斜率     

        與直線 𝑥 = 𝑟𝑧垂直，此時𝑋1為分歧點且同時為另一橢圓曲線𝑟2
(𝑡)的中心點𝑀2 ( 

𝑟

2
 , 0 ,

1

2
 ) 

引理七：尤拉角公式:任何一個三維空間旋轉皆可表示為三個基本旋轉的複合變換，所謂基本旋

轉是指以坐標軸𝑋、𝑌、𝑍作為旋轉軸，採用右手法則，𝜃為轉角稱為尤拉角。 

  𝑅𝑋(𝜃)、𝑅𝑌(𝜃)、𝑅𝑍(𝜃)分別代表對𝑋、𝑌、𝑍的旋轉矩陣如下: 

(來源:維基百科-歐拉角定理附網址) 

𝑅𝑋(𝜃) = [ 

1 0 0

0 𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃

0 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

]、𝑅𝑌(𝜃) = [ 

𝑐𝑜𝑠𝜃 0 𝑠𝑖𝑛𝜃

0 1 0

−𝑠𝑖𝑛𝜃 0 𝑐𝑜𝑠𝜃

]、𝑅𝑍(𝜃) = [ 

𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0

𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0

0 0 1

] 

 只要連續兩個轉軸不相同便可產生旋轉矩陣共12種可能，所有行列式都為1的正交矩陣(群)。 

𝑋 − 𝑌 − 𝑋、𝑌 − 𝑋 − 𝑌、𝑍 − 𝑋 − 𝑍 

𝑋 − 𝑍 − 𝑋、𝑌 − 𝑍 − 𝑌、𝑍 − 𝑌 − 𝑍 

𝑋 − 𝑌 − 𝑍、𝑌 − 𝑍 − 𝑋、𝑍 − 𝑋 − 𝑌 

𝑋 − 𝑍 − 𝑌、𝑌 − 𝑋 − 𝑍、𝑍 − 𝑌 − 𝑋 
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利用引理六，我們取𝑋 − 𝑌 − 𝑋旋轉矩陣為𝑅(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝑅𝑋(𝛼)𝑅𝑌(𝛽)𝑅𝑋(𝛾)，表示先繞𝑋軸旋轉𝛾

角，再繞𝑌軸旋轉𝛽角，最後繞𝑋軸旋轉𝛼角。我們角度取𝛼 = 𝛽 =  𝛾 = 450得到 

[
𝑥′
𝑦′

𝑧′

] = [ 

1 0 0

0 𝑐𝑜𝑠(𝛼) −𝑠𝑖𝑛(𝛼)

0 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑐𝑜𝑠(𝛼)

] [ 

𝑐𝑜𝑠(𝛽) 0 𝑠𝑖𝑛(𝛽)

0 1 0

−𝑠𝑖𝑛(𝛽) 0 𝑐𝑜𝑠(𝛽)

] [ 

1 0 0

0 cos(𝛾) −𝑠𝑖𝑛(𝛾)

0 𝑠𝑖𝑛(𝛾) 𝑐𝑜𝑠(𝛾)

] [
𝑥
𝑦
𝑧
] 

  = [ 

1 0 0

0 𝑐𝑜𝑠(𝛼) −𝑠𝑖𝑛(𝛼)

0 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑐𝑜𝑠(𝛼)

] [ 

𝑐𝑜𝑠(𝛽) 0 𝑠𝑖𝑛(𝛽)

0 1 0

−𝑠𝑖𝑛(𝛽) 0 𝑐𝑜𝑠(𝛽)

] [

𝑥

cos(𝛾) ∙ 𝑦 − 𝑠𝑖𝑛(𝛾) ∙ 𝑧

𝑠𝑖𝑛(𝛾) ∙ 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠(𝛾) ∙ 𝑧
] 

         = [ 

1 0 0

0 𝑐𝑜𝑠(𝛼) −𝑠𝑖𝑛(𝛼)

0 𝑠𝑖𝑛(𝛼) 𝑐𝑜𝑠(𝛼)

] [

𝑐𝑜𝑠(𝛽) ∙ 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛(𝛽)𝑠𝑖𝑛(𝛾) ∙ 𝑦 + 𝑠𝑖𝑛(𝛽)𝑐𝑜𝑠(𝛾) ∙ 𝑧

cos(𝛾) ∙ 𝑦 − 𝑠𝑖𝑛(𝛾) ∙ 𝑧

−𝑠𝑖𝑛(𝛽) ∙ 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠(𝛽)𝑠𝑖𝑛(𝛾) ∙ 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠(𝛽)𝑐𝑜𝑠(𝛾) ∙ 𝑧

] 

= [

𝑐𝑜𝑠(𝛽) ∙ 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛(𝛽)𝑠𝑖𝑛(𝛾) ∙ 𝑦 + 𝑠𝑖𝑛(𝛽)𝑐𝑜𝑠(𝛾) ∙ 𝑧

𝑐𝑜𝑠(𝛼)cos(𝛾) ∙ 𝑦 − 𝑐𝑜𝑠(𝛼)𝑠𝑖𝑛(𝛾) ∙ 𝑧 + 𝑠𝑖𝑛(𝛼)𝑠𝑖𝑛(𝛽) ∙ 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛(𝛼)𝑐𝑜𝑠(𝛽)𝑠𝑖𝑛(𝛾) ∙ 𝑦 − 𝑠𝑖𝑛(𝛼)𝑐𝑜𝑠(𝛽)𝑐𝑜𝑠(𝛾) ∙ 𝑧

𝑠𝑖𝑛(𝛼)cos(𝛾) ∙ 𝑦 − 𝑠𝑖𝑛(𝛼)𝑠𝑖𝑛(𝛾) ∙ 𝑧 − 𝑐𝑜𝑠(𝛼)𝑠𝑖𝑛(𝛽) ∙ 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠(𝛼)𝑐𝑜𝑠(𝛽)𝑠𝑖𝑛(𝛾) ∙ 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠(𝛼)𝑐𝑜𝑠(𝛽)𝑐𝑜𝑠(𝛾) ∙ 𝑧

] 

=

[
 
 
 
 

1

√2
∙ 𝑥 +

1

2
∙ 𝑦 +

1

2
∙ 𝑧

1

2
∙ 𝑦 −

1

2
∙ 𝑧 +

1

2
∙ 𝑥 −

1

2√2
∙ 𝑦 −

1

2√2
∙ 𝑧

1

2
∙ 𝑦 −

1

2
∙ 𝑧 −

1

2
∙ 𝑥 +

1

2√2
∙ 𝑦 +

1

2√2
∙ 𝑧]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

1

√2
∙ 𝑥 +

1

2
∙ 𝑦 +

1

2
∙ 𝑧

1

2
∙ 𝑥 + (

1

2
−

1

2√2
) ∙ 𝑦 − (

1

2
+

1

2√2
) ∙ 𝑧

−
1

2
∙ 𝑥 + (

1

2
+

1

2√2
) ∙ 𝑦 + (−

1

2
+

1

2√2
) ∙ 𝑧]

 
 
 
 

…(23) 

原橢圓拋物面𝛤: 𝑥2 + 𝑦2 = −(𝑧 − 𝑎)經尤拉角𝑅(
π

4
,
π

4
,
π

4
)旋轉後，利用(21)式可以得到， 

𝛤1: (
1

√2
∙ 𝑥 +

1

2
∙ 𝑦 +

1

2
∙ 𝑧)2 + (

1

2
∙ 𝑥 + (

1

2
−

1

2√2
) ∙ 𝑦 − (

1

2
+

1

2√2
) ∙ 𝑧)2 

= −(−
1

2
∙ 𝑥 + (

1

2
+

1

2√2
) ∙ 𝑦 + (−

1

2
+

1

2√2
) ∙ 𝑧 − 𝑎) 

⟺ 𝛤1: (2√2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧)
2
+ (2𝑥 + (2 − √2)𝑦 − (2 + √2)𝑧)

2
 

= 8𝑥 − 4(2 + √2)𝑦 − 4(−2 + √2)𝑧 + 16𝑎…(24) 

找對稱平面，我們取向量𝑛⃑ = (0,0, 𝑎)經尤拉角𝑅(
π

4
,
π

4
,
π

4
)旋轉後為(

1

2
𝑎,−

2+√2

4
𝑎,

−2+√2

4
𝑎)，我

們設定為𝑛1⃑⃑⃑⃑ = ( 2 , −(2 + √2) , (−2 + √2)𝑟 )，如圖(18) 
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(圖18) 

對稱平面𝑁1的法向量為𝑛1⃑⃑⃑⃑ ，則𝑁1: 2𝑥 − (2 + √2)𝑦 + (−2 + √2)𝑟𝑧 = 0，可以得到另一平

面𝑁2且𝑁1 ⊥ 𝑁2，則𝑁2: (2 + √2)𝑥 + 2𝑦 = 0，而𝑁1 ∩ 𝑁2為𝐿1: {

𝑥 = (2 − √2)𝑡1
𝑦 = −𝑡1

𝑧 =
5+2√2

𝑟
𝑡1

，

𝑡1 ∈ 𝑅，由(22)∩ 𝑁2得到拋物曲線𝑟3
(𝑡)(利用引理五純量表示法): 

((√2 − 2)𝑥 + 2𝑧)2 + (𝑥 − (2 + √2)𝑧)2 = 4 (5 + 2√2)𝑥 + 4 (2 − √2) 𝑧 + 16𝑎 

…(25) 

在(25)式中，我們利用引理三(2): 

AC − 𝐵2 = (7 − 4√2)(10 + 4√2) − (√2 − 6)
2

= 0，說明為一拋物曲線。(圖19) 

 

(圖19) 

處理𝛤1對稱於平面𝑁1的分歧性，我們退化成二維來處理，亦即處理，拋物曲線𝑟3(𝑡)與𝐿1的關 

係。利用定理六知道，分歧點𝑋1且同時為另一橢圓曲線的中心點𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)，通過該點的

方向向量𝑣0⃑⃑⃑⃑ 與直線𝐿1及平面𝑁2的法向量皆垂直，所以得到 
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𝑣0⃑⃑⃑⃑ = (10 + 4√2, −(14 + 9√2), −(6 − √2)𝑟)，也是𝑀0的切線向量，可以得到直線𝐿2:  

𝐿2:

{
  
 

  
 𝑥 = 𝑥0 + (10 + 4√2)𝑡2

𝑦 = 𝑦0 − (14 + 9√2)𝑡2

𝑧 = 𝑧0 − (6 − √2)𝑟𝑡2

，𝑡2 ∈ 𝑅 

如圖20所示: 

 

 

(1) 

 

 

(2) 

(圖20) 

我們把(25)式 

((√2 − 2)𝑥 + 2𝑧)2 + (𝑥 − (2 + √2)𝑧)2 = 4 (5 + 2√2)𝑥 + 4 (2 − √2) 𝑧 + 16𝑎 

⟺ (7 − 4√2)𝑥2 + [(2√2 − 12)𝑧 − (20 + 8√2)]𝑥 + (10 + 4√2)𝑧2 − (8 − 4√2)𝑧 + 16𝑎 = 0 

用參數式來表示拋物曲線𝑟3(𝑡): 

{
 
 

 
 

𝑥 = −
[(√2−6)𝑡3−(10+4√2)]+√(192−32√2)𝑡3+132+80√2−(7−4√2)×16𝑎

4√2−7

𝑦 =
[(√2−6)𝑡3−(10+4√2)]+√(192−32√2)𝑡3+132+80√2−(7−4√2)×16𝑎

4√2−7
×

2+√2

2

𝑧 = 𝑡3

，𝑡3 ∈ 𝑅   …(26) 
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我們找出分歧性的方法:利用𝐿1與拋物曲線𝑟3
(𝑡)交點數量與𝐿2與拋物曲線𝑟3

(𝑡)交點數量，可

以得到以下定理: 

說明: 

1. 證明定理七-(1): 在𝑟 = 5 + 2√2的條件下，則𝐿1: {
𝑥 = (2 − √2)𝑡1

𝑦 = −𝑡1
𝑧 = 𝑡1

，𝑡1 ∈ 𝑅代入(26)式 

得到⟹ {−𝑡1 =
[(√2−6)𝑡3−(10+4√2)]+√(192−32√2)𝑡3+132+80√2−(7−4√2)×16𝑎

4√2−7
×

2+√2

2

𝑡1 = 𝑡3

 (𝑦、𝑧坐標相同) 

   ⟺ 𝑡3 = 2+√2

2
× {−

[(√2−6)𝑡3−(10+4√2)]+√(192−32√2)𝑡3+132+80√2−(7−4√2)×16𝑎

4√2−7
} 

       ⟺ 𝑡3
+ ≈ −21.49033202+√461.8343702−115.4585925×21.49033021×𝑎

57.72929623
 (𝑡3數值有2個取較大的) 

       …(27) 

       由(27)式得到Δ= 461.8343702 − 115.4585925 × 21.49033021 × 𝑎 

               當𝑎 ≈ 0.186130225，圖形恰有1個交點。 

               當𝑎 < 約0.186130225，圖形交於一橢圓曲線。 

 

定理七：橢圓拋物面𝛤: 𝑥2 + 𝑦2 = −(𝑧 − 𝑎)經尤拉角𝑋 − 𝑌 − 𝑋旋轉後，角度取𝛼 = 𝛽 =  𝛾 = 450 

        得到𝛤1: (2√2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧)
2
+ (2𝑥 + (2 − √2)𝑦 − (2 + √2)𝑧)

2
= 8𝑥 − 4(2 + √2)𝑦 −

                   4(−2 + √2)𝑧 + 16𝑎，對稱平面為𝑁1: 2𝑥 − (2 + √2)𝑦 + (−2 + √2)𝑟𝑧 = 0 

        在𝑟 = 5 + 2√2的條件下，其交點分歧性: 

(1) 若𝐿1⋂ 𝑟3(𝑡)恰有1個交點，則圖形交於1點。 

(此時: 𝑎 ≈ 0.186130225) 

(2) 若𝐿1⋂𝑟3(𝑡)有2個交點或𝐿1⋂𝑟3(𝑡)有2個交點且𝐿2⋂𝑟3(𝑡)恰有1個交點為分歧點

𝑀0(
2−√2

2
,− 1

2
, 1

2
)，則圖形交於一橢圓曲線。 

(此時: 約 − 0.835786 ≤ 𝑎 < 約0.186130225) 

(3) 若𝐿1⋂𝑟3(𝑡)與𝐿2⋂𝑟3(𝑡)皆有2個交點，則圖形交於兩橢圓曲線。 

(此時: 𝑎 < 約 − 0.835786) 
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2. 證明定理七-(2): 由(25)式且𝑟 = 5 + 2√2的條件下得到: 

𝐿2:

{
  
 

  
 𝑥 = (2 − √2)𝑡

3

+
+ (10 + 4√2)𝑡2

𝑦 = −𝑡3
+ − (14 + 9√2)𝑡2

𝑧 = 𝑡3
+ − (26 + 7√2)𝑡2

，𝑡2 ∈ 𝑅 代入(24)式得到 ⟹ 

{
 
 

 
 

−𝑡3
+ − (14 + 9√2)𝑡2 =

2 + √2

2
×

[(√2 − 6)𝑡3 − (10 + 4√2)] + √(192 − 32√2)𝑡3 + 132 + 80√2 − (7 − 4√2) × 16𝑎

4√2 − 7

𝑡3
+ − (26 + 7√2)𝑡2 = 𝑡3

  

(𝑦、𝑧坐標相同) 

⟺ −𝑡3
+ ×

2(4√2 − 7)

2 + √2
−

(14 + 9√2) × 2(4√2 − 7)

(26 + 7√2) × (2 + √2)
× (𝑡3

+ − 𝑡3) − (√2 − 6)𝑡3 + (10 + 4√2)

= √(192 − 32√2)𝑡3 + 132 + 80√2 − (7 − 4√2) × 16𝑎 

由圖(20)-1，我們找出𝐿1⋂ 𝑟3(𝑡)的交點𝑀0((2 − √2)𝑡
3

+
, −𝑡3

+, 𝑡3
+)，得到通過𝑀0且垂直𝐿1的直

線𝐿2，利用𝐿2⋂𝑟3(𝑡)恰有1個交點時，判別式為零求得𝑎值，利用定理六得知此時的𝑀0為分歧

點。 

⟺ [
(14 + 9√2) × 2(4√2 − 7)

(26 + 7√2) × (2 + √2)
− (√2 − 6)] × 𝑡3 − [

2(4√2 − 7)

2 + √2
+

(14 + 9√2) × 2(4√2 − 7)

(26 + 7√2) × (2 + √2)
] × 𝑡3

+

+ (10 + 4√2) = √(192 − 32√2)𝑡3 + 132 + 80√2 − (7 − 4√2) × 16𝑎 

⟺ 4𝑡3 + 1.372583002𝑡3
+ + 15.65685425

= √146.754166𝑡3 + 245.137085 − 21.49033021 × 𝑎 …(28) 

若𝑎 ≈ −0.835786，則𝑡3
+ ≈

1

2
且(28)式⟹ 16𝑡3

2 − 16.009𝑡3 + 4.00001088 = 0 

         忽略誤差取至整數位⟹ 16𝑡3
2 − 16𝑡3 + 4 = 0，則Δ≈ 0 

因此，約 − 0.835786 ≤ 𝑎 < 約0.186130225，圖形交於一橢圓曲線，分歧點為

𝑀0(
2−√2

2
, −

1

2
,

1

2
)。 
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3. 證明定理七-(3):由(28)式知道，若𝑎 < −0.835786，則Δ> 0表示𝐿2⋂𝑟3
(𝑡)有2個交

點，圖形交於兩個橢圓曲線。 

 

 

 

二維示意圖 三維示意圖 
 

 
(圖21-11) 

 

 
(圖21-12) 

橢圓拋物面𝛤1與對稱平面𝑁1，取參數值𝑎 = 0.186130225、𝑟 = 5 + 2√2，兩對稱橢圓拋物面相交於

1點。 

 

 

二維示意圖 三維示意圖 
 

 
(圖21-21) 

 

 
(圖21-22) 

橢圓拋物面𝛤1與對稱平面𝑁1，取參數值𝑎 = −0.835786、𝑟 = 5 + 2√2，兩對稱橢圓拋物面相交於一

橢圓曲線。 

 

 

數據模擬 
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二維示意圖 三維示意圖 
 

 
(圖21-31) 

 

 
(圖21-32) 

橢圓拋物面𝛤1與對稱平面𝑁1，取參數值𝑎 = −5、𝑟 = 5 + 2√2，兩對稱橢圓拋物面相交於兩橢

圓曲線。 

 

陸、結論 

結論一:對稱於𝑦 = 𝑟𝑥的兩拋物線: 

{

𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

2𝑟

1 + 𝑟2
𝑥 +

𝑟2 − 1

1 + 𝑟2
𝑦 = 𝑎 (

1 − 𝑟2

1 + 𝑟2
𝑥 +

2𝑟

1 + 𝑟2
𝑦)

2

+ 𝑏 (
1 − 𝑟2

1 + 𝑟2
𝑥 +

2𝑟

1 + 𝑟2
𝑦) + 𝑐

，(𝑎 < 0) 

       其交點分歧性為: 

(1)若(𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 < 0，圖形沒有交點。 

(2)若(𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 = 0，圖形恰有1個交點。 

(3)若(
1+𝑟2

𝑟
)2 ≥ (𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 > 0，圖形有2個交點。 

其中，分歧點𝑋1(
−𝑏𝑟−1

2𝑎𝑟
,
−𝑏𝑟−1

2𝑎
) 

(4)若(𝑏 − 𝑟)2 − 4𝑎𝑐 > (
1+𝑟2

𝑟
)2，圖形有4個交點。 
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結論二: 在𝑑 < 𝑒、𝑏 = 1的條件下，拋物線𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑦2 + 2𝑑𝑥 + 2𝑒𝑦 + 𝑓 = 0對稱於𝑦 = 𝑟𝑥 

的兩對稱拋物線，其交點分歧性為: 

結論三:橢圓拋物面𝛤: 𝑥2 + 𝑦2 = −(𝑧 − 𝑎)，對稱於平面𝐸: 𝑥 = 𝑟𝑧(r > 0)，其交點分歧性: 

(1)若1 + 4𝑎𝑟2 < 0，則圖形沒有交點。 

(2)若1 + 4𝑎𝑟2 = 0，則圖形恰有1個交點，且交點在𝑀(−
1

2𝑟
, 0, −

1

2𝑟2
) 

(3)若0 < 1 + 4𝑎𝑟2 ≤ (1 + 𝑟2)2，則圖形交於一橢圓曲線，其中 

                 (i)若𝑟 > 1(長軸為𝑦軸)，則相交之橢圓曲線位置向量 

       𝑟1(𝑡) = 中心點𝑀1 (−
1

2𝑟
, 0,−

1

2𝑟2
) +

{
 
 

 
 𝑥 =

√4𝑎𝑟2+1

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑦 =
√4𝑎𝑟2+1

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑧 =
√4𝑎𝑟2+1

2𝑟2 𝑠𝑖𝑛𝜃

，0 ≤ 𝜃 ≤ 2π 

(ii)若0 < 𝑟 < 1(長軸為𝑧軸)，則相交之橢圓曲線位置向量  

       𝑟1(𝑡) = 中心點𝑀1 (−
1

2𝑟
, 0,−

1

2𝑟2
) +

{
 
 

 
 𝑥 =

√4𝑎𝑟2+1

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑦 =
√4𝑎𝑟2+1

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑧 =
√4𝑎𝑟2+1

2𝑟2 𝑐𝑜𝑠𝜃

，0 ≤ 𝜃 ≤ 2π 

(4)若1 + 4𝑎𝑟2 > (1 + 𝑟2)2，則圖形交於兩橢圓曲線，一個為上式(3)所示，

另一個如下 

(i)若𝑟 > 1(長軸為𝑧軸)，則相交之橢圓曲線位置向量 

                   𝑟2(𝑡) = 中心點𝑀2 ( 
𝑟

2
 , 0 ,

1

2
 ) +

{
 
 

 
 𝑥 = −

√(1+4𝑎𝑟2)−(1+𝑟2)2

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑦 =
√(1+4𝑎𝑟2)−(1+𝑟2)2

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑧 =
√(1+4𝑎𝑟2)−(1+𝑟2)2

2
𝑐𝑜𝑠𝜃

， 0 ≤ 𝜃 ≤ 2π 

   (ii)若0 < 𝑟 < 1(長軸為𝑦軸)，則相交之橢圓曲線位置向量 

(1)若(𝑑 + 𝑒𝑟)2 − 𝑓(𝑟 + 1)
2
< 0，圖形沒有交點。 

(2)若(𝑑 + 𝑒𝑟)2 − 𝑓(𝑟 + 1)
2
= 0，圖形恰有1個交點。 

(3)若(
(𝑑−𝑒)(𝑟2+1)

𝑟−1
)

2

≥ (𝑑 + 𝑒𝑟)2 − 𝑓(𝑟 + 1)
2

> 0，圖形有2個交點。 

   其中，分歧點𝑋1(
𝑒−𝑑𝑟

𝑟2−1
,
𝑟(𝑒−𝑑𝑟)

𝑟2−1
) 

(4)若(𝑑 + 𝑒𝑟)2 − 𝑓(𝑟 + 1)
2
> (

(𝑑−𝑒)(𝑟2+1)

𝑟−1
)

2

，圖形有4個交點。 
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 𝑟2(𝑡) = 中心點𝑀2( 
𝑟

2
 , 0 ,

1

2
 ) +

{
  
 

  
 𝑥 = −

√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)2

2𝑟
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑦 =
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)2

2𝑟
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑧 =
√(1 + 4𝑎𝑟2) − (1 + 𝑟2)2

2
𝑠𝑖𝑛𝜃

，0 ≤ 𝜃 ≤ 2π 

   其中，中心點𝑀2( 
𝑟

2
 , 0 ,

1

2
 )為分歧點。 

        對稱平面為𝑁1: 2𝑥 − (2 + √2)𝑦 + (−2 + √2)𝑟𝑧 = 0，在𝑟 = 5 + 2√2的條件下，其交點     

        分歧性: 
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結論四: 橢圓拋物面經尤拉角𝑋 − 𝑌 − 𝑋旋轉後，角度取𝛼 = 𝛽 =  𝛾 = 450得到 

𝛤1: (2√2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧)
2
+ (2𝑥 + (2 − √2)𝑦 − (2 + √2)𝑧)

2
= 8𝑥 − 4(2 + √2)𝑦 − 4(−2 + √2)𝑧 + 16𝑎， 

(1)若𝐿1⋂ 𝑟3
(𝑡)恰有1個交點，則圖形交於1點。(此時參數 𝑎 ≈ 0.186130225) 

(2)若𝐿1⋂𝑟3(𝑡)有2個交點或𝐿1⋂𝑟3(𝑡)有2個交點且𝐿2⋂𝑟3(𝑡)恰有1個交點為 

分歧點𝑀0(
2−√2

2
, −

1

2
,

1

2
)，則圖形交於一橢圓曲線。 

       (此時: 約 − 0.835786 ≤ 𝑎 < 約0.186130225) 

(3)若𝐿1⋂𝑟3(𝑡)與𝐿2⋂𝑟3(𝑡)皆有2個交點，則圖形交於兩橢圓曲線。 

(此時: 𝑎 < 約 − 0.835786) 


