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n 皇后 

摘要 

一、在 的棋盤中XX  ，先放一棋子在任何一個方格中，之後所放的每顆棋子，都要遵循下列規

則: 

 （一）任意兩顆或兩顆以上棋子不同行、不同列、亦不能在同一條 角45 的斜線上。 

 （二）每一方格皆最多只能放一顆棋子。 

二、本研究在探討若依循上述規則，在棋盤中如何能放入最多顆棋子，並研究其配置方法，例如

在 88 之棋盤中，若方法正確，則最多可在棋盤上排出 8 顆棋子，若方法錯誤，則無論如何都無

法排出 8 顆棋子。 

 

壹、 研究動機 

    有一天在網路上瀏覽到一個叫「八皇后」的遊戲，這遊戲有一個規則，先在任意一個方格中

放一皇后(棋子)，當第二個皇后放下去時，若和第一個皇后同行、同列或在同一條斜線上，則第

一個皇后就會被吃掉，第二個皇后保留在棋盤上；後來所放置的皇后，將會吃掉前面所放與其同

行、同列或同一斜線的皇后，由於此遊戲的棋盤為 88 的方格，最多能放八個皇后，因此這遊戲

稱「八皇后」，但若排錯位置，則無法排出八個皇后。而此遊戲也可從 88 棋盤，推廣至 nn  棋

盤。 

貳、 研究目的 

   探討在 nn  棋盤中，遵循任兩顆棋子不同行、不同列，亦不在同一斜線的規則下，最

多能放置幾顆棋子，並分析棋子的配置方法。 

參、 研究設備及器材 

    紙、筆、橡皮擦 

 

肆、 研究過程或方法 
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第一，先將棋盤座標化，如下圖所示:  

 

 

 

第二，由於任兩顆棋子不可在同行與同列，因此這 8 個點中任兩點的 x 坐標並不會相等，而且

1~8 中，每個數字都會出現一次，y 座標亦是如此。因此可以先固定 x 座標，並分成八個部分，

如下圖: 

     一      二   三    四    五    六    七    八 

(1,y)    (2,y)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

 

第三，從 y=1 開始用樹狀圖討論，依序將可以放置的座標列出: 

       

一     二   三    四    五    六    七    八 

(1,1)  (2,3)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,4)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,5)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,6)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,7)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,8)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

(1,2)  (2,4)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,5)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,6)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,7)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,8)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

                   

                   

一     二   三    四    五    六    七    八 

(1,1)  (2,3)  (3,5)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

            (3,6)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

            (3,7)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 
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            (3,8)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,4)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,5)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,6)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,7)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,8)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

 

    

      (2,4)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,5)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,6)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,7)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

      (2,8)  (3,y)  (4,y)  (5,y)  (6,y)  (7,y)  (8,y) 

 

依此規則進行，最後共找出 92 種解法，但這些排法裡，有的排法若將其旋轉或翻轉，會與其它排

法重複，因此若不考慮旋轉、對稱，則有 12 種解法， 

此 12 種解法為 

(1,1)(2,7)(3,4)(4,6)(5,8)(6,2)(7,5)(8,3) 

 

(1,1)(2,7)(3,5)(4,8)(5,2)(6,4)(7,6)(8,3) 

 

(1,2)(2,4)(3,6)(4,8)(5,3)(6,1)(7,7)(8,5) 

 

(1,3)(2,1)(3,7)(4,5)(5,8)(6,2)(7,4)(8,6) 

 

(1,4)(2,1)(3,5)(4,8)(5,2)(6,7)(7,3)(8,6) 

 

(1,5)(2,1)(3,4)(4,6)(5,8)(6,2)(7,7)(8,3) 

 

(1,5)(2,1)(3,8)(4,4)(5,2)(6,7)(7,3)(8,6) 

 

(1,5)(2,1)(3,8)(4,6)(5,3)(6,7)(7,2)(8,4) 

 

(1,5)(2,3)(3,1)(4,7)(5,2)(6,8)(7,6)(8,4) 

 

(1,5)(2,7)(3,1)(4,4)(5,2)(6,8)(7,6)(8,3) 

 

(1,6)(2,3)(3,1)(4,8)(5,4)(6,2)(7,6)(8,5) 

 

(1,7)(2,1)(3,3)(4,8)(5,6)(6,4)(7,2)(8,5) 
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分析每組解的每個點之 x 座標與 y 座標的關係， 

 

第一組 (1,1) (2,7) (3,4) (4,6) (5,8) (6,2) (7,5) (8,3) 

x-y 0 -5 -1 -2 -3 4 2 5 

第二組 (1,1) (2,7) (3,5) (4,8) (5,2) (6,4) (7,6) (8,3) 

x-y 0 -5 -2 -4 3 2 1 5 

第三組 (1,2) (2,4) (3,6) (4,8) (5,3) (6,1) (7,7) (8,5) 

x-y -1 -2 -3 -4 2 5 0 3 

第四組 (1,3) (2,1) (3,7) (4,5) (5,8) (6,2) (7,4) (8,6) 

x-y -2 1 -4 -1 -3 4 3 2 

第五組 (1,4) (2,1) (3,5) (4,8) (5,2) (6,7) (7,3) (8,6) 

x-y -3 1 -2 -4 3 -1 4 2 

第六組 (1,5) (2,1) (3,4) (4,6) (5,8) (6,2) (7,7) (8,3) 

x-y -4 1 -1 -2 -3 4 0 5 

第七組 (1,5) (2,1) (3,8) (4,4) (5,2) (6,7) (7,3) (8,6) 

x-y -4 1 -5 0 3 -1 4 2 

第八組 (1,5) (2,1) (3,8) (4,6) (5,3) (6,7) (7,2) (8,4) 

x-y -4 1 -5 -2 2 -1 5 4 

第九組 (1,5) (2,3) (3,1) (4,7) (5,2) (6,8) (7,6) (8,4) 

x-y -4 -1 2 -3 3 -2 1 4 

第十組 (1,5) (2,7) (3,1) (4,4) (5,2) (6,8) (7,6) (8,3) 

x-y -4 -5 2 0 3 -2 1 5 

第11組 (1,6) (2,3) (3,1) (4,8) (5,4) (6,2) (7,6) (8,5) 

x-y -5 -1 2 -4 1 4 1 3 

第12組 (1,7) (2,1) (3,3) (4,8) (5,6) (6,4) (7,2) (8,5) 

x-y -6 1 0 -4 -1 2 5 3 

 

    我們以比較有規律的第三組及第九組來研究，發現第三組的前四個座標都在與 y=2x 平行的

直線上，即 x 座標向右一格，y 座標向上兩格；而在第九組，前四個數對的 x-y 之值與後四個數

對 x-y 之值互為相反數，且 x=8 時，y 之值為 4，剛好是 x 之值的一半。並以此探討其它 nn 棋

盤是否可由此探討，至少找出一組解。 

     另外，由於任兩顆棋子不可在同一條 45 斜線，因此若選第一個點為(1,1)時，則在 xy  直線

上的點都不可選，因此若棋子在 y=2x+k 的直線上時，則任兩點不會在同一條斜線上。 

 

 

何解無論如何都無法找出任33  
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44 可用下列方式排出來: 

 

 

55  第一步:先在(1,1)上放一棋子，並依照 

(x 座標向右一格，y 座標向上兩格) 

的規則放棋子，直到最頂端。 

 

 

 

第二步:將不可放入棋子的位置畫 X 

 

 

 

 

 

 

 

第三步:現在由(4,2)或(4,3)放入棋子， 

但如果放在(4,3)，則第五行無位子可放置棋子， 

因此選擇(4,2)，而剩下一棋子可放入(5,4)。 

 

 

 

 

 

從上圖可發現，(4,2)與(5,4)連成的直線，也和 y=2x 之直線平行。 

以下為所有座標 x+y 與 x-y 的關係，在 x+y 一欄中，數字不重複且上三個數字呈等差，下兩

個也成等差，x-y 也有這樣的情形。 

(x,y) x+y x-y 

 (1,1) 2 0 

(2,3) 5 -1 

 (3,5) 8 -2 

(4,2) 6 2 

(5,4) 9 1 

  

:66  依照 55  的規則，將前三欄放入棋子，但這樣一來，第四欄只能放至(4,2)，第六欄只能放
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至(6,4)，但(4,2)與(6,4)在同一斜線上，因此這個方法不適用於 66  

 

若將(1,1)，(2,3)，(3,5)各往上移一格，到達(1,2)、(2,4)、(3,6)，使這三點連成的直線與 y=2x 平

行，並找出剩下的三點。 

 

由於若選擇(4,3)，則會和(6,1)、(6,5)衝突，導致第六欄沒位子可選，因此選擇(4,1) 

，放入(4,1)後，因為若選擇(5,5)，則剩下的(6,1)與(4,1)在同一列，(6,5)與(5,5)在同一列，因此剩下

的點選擇(5,3)、(6,5)。 

 

由上圖可發現，(4,1)、(5,3)、(6,5)三點接在同一直線上且連成的直線與 y=2x 平行。 

    下表中，x+y 一欄中，上三個與下三個各呈等差且六個數字都不重複，x-y 亦是如此。                           

(x,y) x+y x-y 

(1,2) 3 -1 

(2,4) 6 -2 

(3,6) 9 -3 

(4,1) 5 3 

(5,3) 8 2 

(6,5) 11 1 

 

 

:77 做法與 55 相同，所找出的點如下: 

 



 7 

 

以下為 77 的座標及每個座標的 x+y 與 x-y 之值的關係，發現與 55 相似，就 y 座標而言， 55

為 1、3、5、2、4， 77 為 1、3、5、7、2、4、6 

 

(x,y) x+y x-y 

(1,1) 2 0 

(2,3) 5 -1 

(3,5) 8 -2 

(4,7) 11 -3 

(5,2) 7 3 

(6,4) 10 2 

(7,6) 13 1 

 

    因此，在此可做推測，在 nn 棋盤中，若 n 為奇數，則可先在(1,1)棋子，並在 y=2x-1 直線中

放入棋子，直到棋子放入 ),
2

1
( n
n 

的位置時，為棋盤的最頂層(因為最頂層為 y=n，則代入方程式

y=2x-1 後，n=2x-1
2

1


n
x )，則下一個棋子可從 )2,1

2

1
( 

n
開始放置，而後來放置的棋子，也

都與 )2,1
2

1
( 

n
在 

y=2x-8 的直線上。 

但是 88 並沒有像 66 一樣的規則，因為當我們照 66 的規則放入棋子時，會發現(2,4)與(5,1)在

同一斜線上。 
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    如何在不畫圖情況下，判斷兩顆棋子不在同一斜線上?因為若兩點在同一斜線上，則此兩點所

連成的直線必與 y=x 或 y=-x 平行，例如上述的(2,4)與(5,1)，這兩點連成的直線為 y=-x+6，與 y=-

x 平行，因此若任兩點連成的直線為 kxykxy  或 ，則這兩點在同一斜線上。 

而 kxykxy  (x 與 y 為任意一點之 x 座標與 y 座標，k 為常數)，因此若任兩點的 x 座標

與 y 座標之差相同時，可知道這兩點在同一斜線上。 

  kyxkxy  (x 與 y 為任意一點之 x 座標與 y 座標，k 為常數)，若若任兩點的 x 座標

與 y 座標之和相同時，可知道這兩點在同一斜線上。例如座標(2,4)與(5,1),因為 2+4=5+1=6，所以

在同一斜線上。 

    所以除了 x 座標與 y 座標不重覆外，x 座標與 y 座標之和與 x 座標與 y 座標之差亦不可重

複。 

 

除了 88 以外，還有哪些 偶數偶數 棋盤有 66 的規則，哪些沒有呢? 

討論 66 的所有座標其 x 座標與 y 座標之和與其 x 座標與 y 座標之差 

156,1156)5,6(

235,835)3,5(

314,514)1,4(

363,963)6,3(

242,642)4,2(

121,321)2,1(













 

因此若 n 為偶數，則可推測若以 66 方法找點，則前三個點與後三個點的 x 與 y 座標之和各

成等差，且公差為 3，而前三個點與後三個點 x 與 y 座標之差也各成等差，公差為-1。 

 

若

178,1578)7,8(

257,1257)5,7(

336,936)3,6(

415,615)1,5(

:1665

484,1284)8,4(

88

363,963)6,3(

242,642)4,2(

121,321)2,1(

:666688























開始座標從的規則，開始遵照

最頂層的座標為而

相同的規則，前三組與也用

yx

 

由上述可知，前四組與後四組 x 座標與 y 座標之和各成等差且公差皆為 3，因此只要找到最

頂層座標後，若下一欄的點(即 1,1
2

 y
n

x )的 x 座標與 y 座標之和與前
2

n
組其中一個點相同，

由於接下來要找的點的 x 與 y 座標之和會呈等差，因此會與前 組重覆
2

n
。如上述 88 的前四組 x

與 y 座標之和為 3,6,9,12，後四組為 6,9,12,15，數字會重複；而 66 的前三組 x 與 y 座標之和為
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3,6,9，後三組為 5,8,11，數字不會重複，因此只要判斷( 1
2


n
,1)的 x 座標與 y 座標之和是否與前

2

n

組任一點重覆即可。 

所以其他的 偶數偶數 的前
2

n
組的點可遵照 66 的規則，即(1,2)、(2,4)、(3,6)、(4,8).......，

再探討 )1,1
2

( 
n

是否與前
2

n
組的任一點在同一斜線上，而前

2

n
組的每個點之 x 座標與 y 座標之和

為 3,6,9,12,......，當 1,1
2

 y
n

x 時，x+y= 2
2


n
，若 時，,......12,9,6,32

2


n
則 )1,1

2
( 
n

會與前
2

n
得

其中一個點在同一斜線上，所以不可放置棋子。 

現在可以知道，哪些 n 值無法用此方法: 

26,152
2

20,122
2

14,92
2

8,62
2









n
n

n
n

n
n

n
n

 

依此類推，n=8,14,20,26,32.....時，不適用於 66 此種方法，而這些 n 值成等差數列，公差為 6，

所以當 n=6k+2 時(k 為任意正整數)，不適用於 66 此種方法。 

由於若以 66 的找法，x 座標與 y 座標之差皆不可能重複

)
22

( 座標之差互為相反數座標與組組與後前 yx
nn

，所以不須列入考量。 

 

    現在探討其他 26  kn 時(k 為任意正整數)， 偶數偶數 是否可適用於 66 的形式: 

:1010  

(x,y) x+y x-y 

(1,2) 3 -1 

(2,4) 6 -2 

(3,6) 9 -3 

(4,8) 12 -4 

(5,10) 15 -5 

(6,1) 7 5 

(7,3) 10 4 

(8,5) 13 3 

(9,7) 16 2 

(10,9) 19 1 

1616  

(x,y) x+y x-y 

1212   

(x,y) x+y x-y 

(1,2) 3 -1 

(2,4) 6 -2 

(3,6) 9 -3 

(4,8) 12 -4 

(5,10) 15 -5 

(6,12) 18 -6 

(7,1) 8 6 

(8,3) 11 5 

(9,5) 14 4 

(10,7) 17 3 

(11,9) 20 2 

(12,11) 23 1 
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(1,2) 3 -1 

(2,4) 6 -2 

(3,6) 9 -3 

(4,8) 12 -4 

(5,10) 15 -5 

(6,12) 18 -6 

(7,14) 21 -7 

(8,16) 24 -8 

(9,1) 10 8 

(10,3) 13 7 

(11,5) 16 6 

(12,7) 19 5 

(13,9) 22 4 

(14,11) 25 3 

(15,13) 28 2 

(16,15) 31 1 

1818  

(x,y) x+y x-y 

(1,2) 3 -1 

(2,4) 6 -2 

(3,6) 9 -3 

(4,8) 12 -4 

(5,10) 15 -5 

(6,12) 18 -6 

(7,14) 21 -7 

(8,16) 24 -8 

(9,18) 27 -9 

(10,1) 11 9 

(11,3) 14 8 

(12,5) 17 7 

(13,7) 20 6 

(14,9) 23 5 

(15,11) 26 4 

(16,13) 29 3 

(17,15) 32 2 

(18,17) 35 1 

 

由於每個點的 x+y 與 x-y 皆不重覆，所以可知道 偶數上述的偶數 可適用於 66 的方法，而前五

組與後五組皆為公差為 3 的等差數列，但兩數列的數字不可能重複，前五組為 3 的倍數，後五組
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為 3 的倍數+1，既然沒有重複的情形，則 

除了 )26()26(  kk 以外( 為正整數k )，其它的 偶數偶數 為 )46()46(66  kkkk 及 ，都可用

公式來找出一組解。由於前
2

n
 

組的 y 座標成等差且公差為 2，因此前
2

n
組的解都在直線 y=2x 上；而後

2

n
 

組也成等差，但是的後
2

n 組解所形成的直線不同，因此要分開探討: 

上個點在直線的後

上個點在直線的後

上個點在直線的後

上個點在直線的後

19291818

17281616

13261212

72366









xy

xy

xy

xy

 

若依此規則，可推測其它 )46()46(66  kkkk 及 的後
2

n
組解在直線 上)1(2  nxy 。 

而 88 在上述八皇后的解已探討過，現在以 88 比較有規律的的第九組去探討其他

)26()26(  kk 的解 

:88 第九組  

 

(x,y) x+y x-y 

(1,5) 6 -4 

(2,3) 5 -1 

(3,1) 4 2 

(4,7) 11 -3 

(5,2) 7 3 

(6,8) 14 -2 

(7,6) 13 1 

(8,4) 12 4 

第九組88 的前三組與後三組的 y 座標各成等差，且公差為-2；而當 x=4 時，若 y=-1，則前

四組可成等差，但是 y 不可為負數，但我們可將 7 想成是-1+8 所形成，也就是說，若依循前三組

等差的規則，發現 x=4 時，y 若是負數，則加上 8 使 y 變為正整數；而當 x=5 時，若 y=10 也可使

後四組成等差，但 y=10 已超過 8，我們可將 2 想成是 10-8 形成，也就是說，若依此等差規則，

當 y 不在 1~8 範圍內時，以+8 或-8 調整。 

當探討其他 )26()26(  kk 時，可照 第九組88 的方法找解，而在 第九組88 中，發現當

x=1 時，x-y=-4 及 x=8 時，x-y=4，4 為 8 的一半，所以在找 )26()26(  kk 的解時，可從 x=1，

x-y=-(3k+1)，及 x=6k+2，x-y=3k+1 開始討論。 

在找 1414 時，因為 7214  ，所以當 x=1，x-y=-7 及 x=14，x-y=7 開始找起，先找到

(1,8)，再以 y 的公差為-2 找到前 7 組解，而後 7 組解則以(14,7)開始以 y 公差為 2 找到後七組解。

在找的過程中，當 y 不在 1~14 的範圍時，以+14 或-14 使其在範圍內。 

1414  
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(x,y) x+y x-y 

(1,8) 9 -7 

(2,6) 8 -4 

(3,4) 7 -1 

(4,2) 6 2 

(5,14) 19 -9 

(6,12) 18 -6 

(7,10) 17 -3 

(8,5) 13 3 

(9,3) 12 6 

(10,1) 11 9 

(11,13) 24 -2 

(12,11) 23 1 

(13,9) 22 4 

(14,7) 21 7 

 

完成上表後，會發現前七組與後七組的 x-y 互為相反數，而 x+y 在一欄裡，發現 

有四組等差數列 9,8,7,6、19,18,17、13,12,11、及 24,23,22,21。 

若要確定任意兩個 x+y 的值皆不重複，我們可將這四組等差數列進行編組:9,8,7,6、19,18,17、

13,12,11、24,23,22,21                

   第一組   第二組  第三組    第四組 

 第四組 14
2

3
>第二組>14>第三組>  2

2

1
14 第一組 

 

因為這四組等差數列都在一定的範圍內，所以我們可以確定 x+y 任意兩個值都不會重複。 

 

而在 1414 的表格中，因為 x、y、x+y 及 x-y 皆沒有重複的情形，因此可確定任兩點不在同一

行、同一列及不在同一斜線上。 

而 2020 也可以用上述找法: 

(x,y) x+y x-y 

(1,11) 12 -10 

(2,9) 11 -7 

(3,7) 10 -4 

(4,5) 9 -1 

(5,3) 8 2 

(6,1) 7 5 

(7,19) 26 -12 

(8,17) 25 -9 

(9,15) 24 -6 
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(10,13) 23 -3 

(11,8) 19 3 

(12,6) 18 6 

(13,4) 17 9 

(14,2) 16 12 

(15,20) 35 -5 

(16,18) 34 -2 

(17,16) 33 1 

(18,14) 32 4 

(19,12) 31 7 

(20,10) 30 10 

因為 2020 的表格中，x,y,x+y 及 x-y 都沒有重複的情形，所以可以確定可用 1414 的方法。

而 x+y 也有四組等差數列，若要確定任意兩個 x+y 的值不重複，我們先將它們編組: 

12,11,10,9,8,7、26,25,24,23、19,18,17,16、35,34,33,32,31,30 

   第一組       第二組     第三組        第四組 

而這四組等差數列，剛好都有範圍，所以都不會與其他組的數字重複。 

    第四組 20 1.5>第二組>20>第三組>  2
2

1
20 第一組 

因此我們確定 x+y 的值皆不重複， 

由以上 :2620201414 解時，可遵循以下步驟找可知，當及  kn  

第一步:當 x=1 時， 1
22


n
y

n
yx ，並以 x 座標每+1，y 座標就-2 的規律往下找，在找的

過程中，若發現 y 值不在 1~n 的範圍內，則以+n 或-n 解決，找出前
2

n
組解。 

第二步:當 x=n 時，
22

n
y

n
yx  並以 x 座標每-1，y 座標就+2 的規律往上找，若發現 y 值不

在 1~n 的範圍內，則以+n 或-n 解決，找出後
2

n
組解。 

上述幾組中，與 88 的第九組最有關係者為 1414 與 2020 ，所以我們可知道其他

)26()26(  kk 也有這樣的規則，如何確定任兩點不會在同一列?就 y 值而言，前
2

n
組的 y 值皆

為奇數，而且小於
2

n
的所有奇數都有出現，剛好為

2

n
個；後

2

n
組的 y 值皆為偶數，而且小於或等

於
2

n
的所有偶數都有出現，剛好為

2

n
個；因此確定不在同一行。如何確定任兩點不在同一斜線上?

就 x+y 而言，可以 x+y 的值形成四組等差數列，而這四組都各在一定的範圍內: 

第四組 n 1.5>第二組>n>第三組>  2
2

1
n 第一組 

所以 x+y 的值都不會重複。 
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    而就 x-y 而言，前
2

n
組與後數字形成另類的等差數列(即有些數字+n 或-n 以後，整組形成等

差數列)，所以前
2

n
組及後

2

n
組的數字皆不重複，而原來的 x-y 還沒+n 或-n 時，前

2

n
組及後

2

n
組

的數字互為相反數，所以前
2

n
組的 x-y 的任何一個值，並不會與後

2

n
組重覆。 

 

現在探討 99 有沒有像 7755 、 的規則 

 

 

依照與 7755 、 的第一步驟放入棋子，當棋子放至最頂層(5,9)時，發現無法將下一顆棋子擲入

(6,2)，因為(6,2)與(3,5)在同一斜線上。 

 

上述的 7755  及 的找法，是否只有 99 不適合呢? 

先討論以 7755  及 的找法，在 y=2x-1 直線上的棋子座標及其 x 座標與 y 座標之和 

1174)7,4(

853)5,3(

532)3,2(

211)1,1(









 

而增廣至 時，最頂層的座標為99  

    1495)9,5(   

因此若 n 為奇數，則可推測若以前述方法找點，則這些點之和會呈等差，且公差為 3: 

1495)9,5(

1174)7,4(

853)5,3(

532)3,2(

211)1,1(











 

 

而在 中99 ，若 y=2，x=6，則 6+2=8 會與(3,5)在同一斜線，其他的 奇數奇數 ，當

2,1
2

1



 y

n
x ，若 yx  等於 2,5,8,11,.....此等差數列任一數的話，則無法用 7755  及 的方

法。現在可以知道哪些 n 值無法用此方法: 
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21,143
2

1

15,113
2

1

9,83
2

1

3
2

1
2,1

2

1
























n
n

yx

n
n

yx

n
n

yx

n
yxy

n
x

則若

則若

則若

 

依此類推，發現 n 值為 9,15,21,.....時，不適用於 77,55  的找法，我們將這些 n 值以 6k+3 表

示(k 為正整數)，而除了 )36()36(  kk 外，現在探討其他 奇數奇數 是否適用於 7755  及 的

找法: 

 

 

:1111  

(x,y) x+y x-y 

(1,1) 2 0 

(2,3) 5 -1 

(3,5) 8 -2 

(4,7) 11 -3 

(5,9) 14 -4 

(6,11) 17 -5 

(7,2) 9 5 

(8,4) 12 4 

(9,6) 15 3 

(10,8) 18 2 

(11,10) 21 1 

1313  

(x,y) x+y x-y 

(1,1) 2 0 

(2,3) 5 -1 

(3,5) 8 -2 

(4,7) 11 -3 

(5,9) 14 -4 

(6,11) 17 -5 

(7,13) 20 -6 

(8,2) 10 6 

(9,4) 13 5 

(10,6) 16 4 

(11,8) 19 3 

(12,10) 22 2 
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(13,12) 25 1 

1717  

(x,y) x+y x-y 

(1,1) 2 0 

(2,3) 5 -1 

(3,5) 8 -2 

(4,7) 11 -3 

(5,9) 14 -4 

(6,11) 17 -5 

(7,13) 20 -6 

(8,15) 23 -7 

(9,17) 26 -8 

(10,2) 12 8 

(11,4) 15 7 

(12,6) 18 6 

(13,8) 21 5 

(14,10) 24 4 

(15,12) 27 3 

(16,14) 30 2 

(17,16) 33 1 

與前面 偶數偶數 得探討方法類似，上述 奇數奇數 ，可以

)56()56()16()16(  kkkk 及 表示(k 為正整數)，在找解時，前
2

1n
 

組解皆在直線 12  xy 直線上，現在探討後
2

1n
組解所形成的直線: 

182:1717

142:1313

122:1111

82:77

62:55











xy

xy

xy

xy

xy

 

依此規則，可推測其它 )56()56()16()16(  kkkk 及 的後
2

1n
組解在直線

上)1(2  nxy 。 

 

雖然 99 無法與 7755 、 一樣，但是， 99 與 88 中的第九組圖形有關，可將第九組圖形向

下增加一列，向左增加一欄，變成 99 棋盤，並增加(1,1)這個點。 

:88 第九組圖形  
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往下增一列，往左增一欄後，由於沒有任何點在 x=y 直線上，因此可增加點(1,1) 

 

:99  

(x,y) x+y x-y 

(1,1) 2 0 

(2,6) 8 -4 

(3,4) 7 -1 

(4,2) 6 2 

(5,8) 13 -3 

(6,3) 9 3 

(7,9) 16 -2 

(8,7) 15 1 

(9,5) 14 4 

因為所有 x 座標、y 座標、x+y 及 x-y 皆不重覆，所以因此確定此為 99 的一組解，現在以 99

探討是否可找到其他 )36()36(  kk 的解。 

 

的直線上。並無任何點在為增加一欄及一列後，，依相同方法找出，因

的解也可用上述找出一組解，，在加上點第九組加一欄、一列後可用由於

xy 

 14141515)1,1(8899
 

1515  

(x,y) x+y x-y 

(1,1) 2 0 

(2,9) 11 -7 

(3,7) 10 -4 

(4,5) 9 -1 

(5,3) 8 2 

(6,15) 21 -9 

(7,13) 20 -6 

(8,11) 19 -3 

(9,6) 15 3 

(10,4) 14 6 

(11,2) 13 9 

(12,14) 26 -2 

(13,12) 25 1 

(14,10) 24 4 

(15,8) 23 7 

因為所有 x 座標、y 座標、x+y 及 x-y 皆不重覆，因此確定此為 1515 的一組解。 

2121 可用 2020 的解，以上述方法找出一組解: 

(x,y) x+y x-y 

(1,1) 2 0 
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(2,12) 14 -10 

(3,10) 13 -7 

(4,8) 12 -4 

(5,6) 11 -1 

(6,4) 10 2 

(7,2) 9 5 

(8,20) 28 -12 

(9,18) 27 -9 

(10,16) 26 -6 

(11,14) 25 -3 

(12,9) 21 3 

(13,7) 20 6 

(14,5) 19 9 

(15,3) 18 12 

(16,21) 37 -5 

(17,19) 36 -2 

(18,17) 35 1 

(19,15) 34 4 

(20,13) 33 7 

(21,11) 32 10 

 

  因為 )36()36(  kk 是從 )26()26(  kk 增加一欄、一列，再增加一點(1,1)得來，所以既然

)26()26(  kk 確定用特定步驟可找出一組解，而且任何一點不在同一行、同一列及斜線上，而

且增加一欄及一列後，都不會有點在直線 y=x 上，所以確定增加點(1,1)，找到 )36()36(  kk 最

後一個點後，也不會有任何點在同一行、同一列或同一斜線上。而在找 )36()36(  kk 的解時，

可先依循 )26()26(  kk 的步驟找出 )26()26(  kk 的解後，將每個 )26()26(  kk 的點的 x

座標及 y 座標都+1，再加上點(1,1)即可。 

所以在找 )36()36(  kk 時，可依下列步驟找出一組解: 

 

步驟一:先依循 )26()26(  kk 的方法，找出 )26()26(  kk 的解，例如:若要找 2727 的

解，則先找出 2626 的解。 

步驟二:將 )26()26(  kk 的棋盤增加一欄及一列，即每個座標的 x 座標與 y 座標都+1，此

時只有 26 k 個棋子，還差一個。 

步驟三:加上點(1,1)，為 )36()36(  kk 棋盤放下最後一顆棋子。 

 

 

如何證明是對的:(1)確定每個座標的 x 座標不重複，即任兩點不在同一行。 

                 (2)確定每個座標的 y 座標不重複，即任兩點不在同一列。 

                 (3)確定一組解中每個座標 x+y 之值皆不重複與 x-y 之值皆不 重複，所以可知
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道任兩點連成的直線絕對不會與 xyxy  或 平行，即任兩點皆不在同一條斜線上。 

 

 

伍、研究結果 

一、如何保證任兩點不在同一行、同一列及同一斜線上? 

  （一） 確定每個座標的 x 座標不重複，即任兩點不在同一行。 

  （二）. 確定每個座標的 y 座標不重複，即任兩點不在同一列。 

  （三） 確定一組解中每個座標 x+y 之值皆不重複與 x-y 之值皆不 重複，所以可知道任兩點連 

     成的直線絕對不會與 xyxy  或 平行，即任兩點皆不在同一條斜線上。 

二、以下為所有 nn 棋盤(n 4 )的找點方法: 

  （一） 55 、 77 、 1111 、 1313 、 1717  、......等形式為 )16()16(  kk 與

)16()16(  kk  

      者歸為一類，其中 1k ，它們的公式為 

       公式:


















2

1
12

2

1
12

n
xnx

n
xx

y

，若

，若

 

 

  （二） 44 、 66 、 1010 、 1212 、 1616 、 1818 、.....等形式為 )6()6( kk  、   

      )46()46(  kk 者歸為一類，其中 0k  

       公式:
















2
12

2
2

n
xnx

n
xx

y

，若

，若

 

 

 

  （三） 88 、 1414 、 2020 、......等形式為 )26()26(  kk 者歸為一類，( 1k )可依循下列 

     步驟: 

１、當 x=1 時，
1

22


n
y

n
yx

，並以 x 座標每+1，y 座標就-2 的規律往下找， 

在找的過程中，若發現 y 值不在 1~n 的範圍內，則以+n 或-n 解決，找出前
2

n
組解。 

２、當 x=n 時，
22

n
y

n
yx  並以 x 座標每-1，y 座標就+2 的規律往下找，若發現 

y 值不在 1~n 的範圍內，則以+n 或-n 解決，找出後 2

n

組解。 
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   （四） 等、 ......151599  形式為 )36()36(  kk 者，與 141488 、 有關，可依下列步驟進 

     行，找出一組解: 

 

１、先將 n-1，並依循 )26()26(  kk 的方法，找出 )26()26(  kk 的解，例如:若要找 

2727 的解，則先找出 2626 的解。 

   ２、將 )26()26(  kk 的棋盤往左增加一欄及往下增加一列，即每個座標的 x 座標與 y 

座標都+1，此時只有 26 k 個棋子，還差一個。 

   ３、加上點(1,1)，為 )36()36(  kk 棋盤放下最後一顆棋子。 

 

     現在探討如何能將上述四種方法簡化成三種，或更少、更好找的方法。 

(一)形式為 )16()16(  kk 與 )16()16(  kk 者，能不能適用於形式 )6()6( kk  、

)46()46(  kk 的方法? 

    55 棋盤裡，x=1,2,3,4,5 代入上述(二)的公式
















2
12

2
2

n
xnx

n
xx

y

，若

，若

(因為 n 是奇數，所以 x

範圍修正為


















2

1
12

2

1
2

n
xnx

n
xx

y

，若

，若

)，看 y 值、x+y 及 x-y 之值是否重複? 

     

(x,y) x+y x-y 

 (1,2) 3 -1 

(2,4) 6 -2 

 (3,1) 4 2 

(4,2) 6 2 

(5,4) 9 1 

  由上圖可知，因為 y 值、x+y 及 x-y 之值皆不重複，所以 55 不適用於公式(二)，但是，若將公

式(二)


















2

1
12

2

1
2

n
xnx

n
xx

y

，若

，若

稍做修正為


















2

1
2

2

1
2

n
xnx

n
xx

y

，若

，若

並將此公式命名為公式(1)，

看是否可行: 

(x,y) x+y x-y 

 (1,2) 3 -1 

(2,4) 6 -2 

 (3,1) 4 2 
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(4,3) 7 1 

(5,5) 10 0 

    因為 y 值、x+y 及 x-y 之值皆不重複，所以 55 適用於上述公式，現在看其它形式為

)16()16(  kk 與 )16()16(  kk 者，是否可適用於公式 

 77    

(x,y) x+y x-y 

(1,2) 3 -1 

(2,4) 6 -2 

(3,6) 9 -3 

(4,1) 5 3 

(5,3) 8 2 

(6,5) 11 1 

(7,7) 14 0 

 :1111  

(x,y) x+y x-y 

(1,2) 2 -1 

(2,4) 5 -2 

(3,6) 8 -3 

(4,8) 11 -4 

(5,10) 14 -5 

(6,1) 17 5 

(7,3) 9 4 

(8,5) 12 3 

(9,7) 15 2 

(10,9) 18 1 

(11,11) 22 0 

    我們可發現，當代入公式(五)後，
2

1


n
x 時，y 值、x+y 及 x-y 之值皆呈現等差數列，

2

1


n
x 時，y 值、x+y 及 x-y 之值亦呈現等差數列，但數字絕對不會與

2

1


n
x 呈現的等差數列

重複，所以公式(五)可適用於形式為 )16()16(  kk 、 )16()16(  kk 的形式，而公式(一)仍適

用，只是公式(五)比公式(一)簡單一點， 

只要先將 x 乘以 2 即是 y 值，若 y 值大於 n，則扣掉 n 形成適合的 y 值即可。 

 

所以我們可將形式為 )16()16(  kk 、 )16()16(  kk 與形式為 )6()6( kk  、 

)46()46(  kk 進行合併，用下列方法找點: 

將 x 座標代入 y=2x 公式若 y 值算出來大於 n，則










值適合的值為偶數，則算出來的若

值適合的值為奇數，則算出來的若

y1

yy

nyn

nn
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另外，公式(四)裡 )36()36(  kk 的形式，也可將步驟二及步驟三做修改: 

步驟二:將 )26()26(  kk 的棋盤往右增加一欄及往上增加一列，此時只有 26 k 個棋子，還差一

個。 

步驟三:步驟三:加上點(n,n)，為 )36()36(  kk 棋盤放下最後一顆棋子。(因為(n,n)與(1,1)都在直

線 y=x 上，而其它點都不在此直線上，因此若擺(n,n)也不會和其他點衝突。) 

公式(四)修改後，可與公式(三)合併，用下列方法找點:                                               

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

伍、 討論 

  我們在實驗過程中發現，如果解到第七個解時，第八個皇后無法排下去的話，我們就必須要

從排的前幾個皇后重新規劃，才能排出一個合乎規則的排法，在實驗過程中也有好幾次就算重新

規劃，也無法合乎規則的排出所有的皇后，但是在重重難關下，我們找到了可以合乎邏輯的公式

解。 

 

陸、結論 

一、我們可將 n 皇后的解分成兩種: 

（一）若棋盤每邊的格子數為 6 的倍數+2 或 6 的倍數+3，即 n=6k+2 與 n=6k+3，則可用下列方

法: 

 第一步 第二步 第三步 第四步 第五步 

若 n 為

(6k+2) 

當 x=1

時，y=

接下來

x=2,3,4..

以 x 座

當 x=n 時，則

2

n
y  並以 x

若原來的 n

值為偶數，

則所有點已

 

若 n 為(6k+3)，則先暫時將

最右一欄及最上一列先去

掉，即 n 值修改為(6k+2) 

若 n 為(6k+2)，則繼續前往

下一步。 

當 x=1 時，y= 1
2


n
 

(n 為偶數) 

接下來 x=2,3,4..以 x 座標

每+1，y 座標就-2 的規

律往下找，在找的過程

中，若發現 y 值不在

1~n 的範圍內，則以+n

或-n 解決，找出前
2

n
組

解。 

 

 

當 x=n 時，則
2

n
y  並

以 x 座標每-1，y 座標

就+2 的規律往前找，

若發現 y 值不在 1~n 的

範圍內，則以+n 或-n

解決，找出後
2

n
組解。 

若原來的 n 值為偶數，

則所有點已經找出來。 

若原來的 n 值為奇數，

則往右增加一欄及往下

增加一列，即還原成

n=6k+3 的棋盤，並增加

點(n,n)。 
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1
2


n
 

(n 為偶數) 

 

標每

+1，y

座標就-

2 的規

律往下

找，在

找的過

程中，

若發現

y 值不

在 1~n

的範圍

內，則

以+n 或

-n 解

決，找

出前
2

n

組解。 

座標每-1，y

座標就+2 的

規律往前找，

若發現 y 值不

在 1~n 的範圍

內，則以+n

或-n 解決，找

出後
2

n
組解。 

 

經找出來。 

若原來的 n

值為奇數，

則往右增加

一欄及往下

增加一列，

即還原成

n=6k+3 的棋

盤，並增加

點(n,n)。 

 

若 n 為

(6k+3) 

先暫時將最

右一欄及最

上一列先去

掉，即 n 值

修改為

(6k+2)，並

遵照 n=6k+2

的步驟。 

同

n=6k+2

第一步 

同 n=6k+2 第二

步 

同 n=6k+2 第

三步 

同 n=6k+2 第

四步，完成第

四步驟後，往

右增加一欄

及往下增加

一列，即還

原成

n=6k+3 的

棋盤，並增

加點(n,n)。 

 

（二）若 n 其他形式:(n 36,26  knk 而且 ) 

第一步 第二步 第三步 

將 x 座標由

1 到 n 依序

寫下來，y

座標空著不

寫。 

將 x 座標代

入 y=2x 公

式 

若 y 值算出來大於 n，則










值適合的值為偶數，則算出來的若

值適合的值為奇數，則算出來的若

y1

yy

nyn

nn
 

二、n 皇后的解不是只有上述的方法，目前找到的是比較簡單、有規律，而且適用於任何大於 3

的 n 值的方法。 


