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我搬~我搬~我搬搬搬 

壹、研究動機 

 我們從歷屆科展作品中發現，河內塔是一個很受歡迎、歷久不衰的數學名題。從

日常生活中找得到類似概念的延伸，例如建築高樓得靠堆疊搬移鋼構、鄰近的國際港

也看得到高架搬移貨櫃高樓，因此我們想把單純的遊戲仔細研究探究明白其中規律。 

 

貳、研究問題 

一、 找出四柱單棟最少搬移次數解。 

二、 探討四柱雙棟完成交換最少次數的規律與最少移動次數解。 

三、 比較四柱不規則雙棟搬移模式中最少移動次數和影響搬移次數的原因。 

 

參、研究材料與設備 

一、 A4、B4 紀錄紙張、筆記本記錄過程 。 

二、 兩色以上的連方塊積木用來組合各種寬度樓層。 

三、 電腦設備用來攝影拍照搬移過程。 

 

肆、研究歷程 
 

一、文獻探討 

 我們找到屏東縣第 60 屆數學科「世界高塔」作品書，發現幾個文獻有幾個問題

值得仔細探究。該作品提出 4 柱單塔的規律，我們發現盤層搬移規律很有趣，似乎呈

現數個區塊，區塊之間層層增加，規律非常明顯，卻沒有清楚的分析。其次，我們從

網路資料查找到 4 柱單塔最少步數解已經在 2006 年由法國數學家證明出來，但是我

們無法從「世界高塔」中看出結論，這是我們覺得需要進一步研究的理由。 

1. 三柱、四柱雙塔「規則移動」與「不規則移動」的方法及規律交替出現，但是我

們從檢查不規則雙塔發現，其實三柱雙塔不管是規則和不規則，都是回答最少步

數的關鍵，所以我們重新處理搬移研究需要的重要資料，希望能從搬移規律找出

通式解。 

2. 搬移模式 A–B–A 需要足夠的證據說明模式截切點來說明搬移模式確實可以找出

最少移動次數。 

3. 根據世界高塔的整理表，我們發現四柱單塔有很明顯的遞增規律，但是我們也發

現遞增規律和層數有關係，根據實作結果，我們解出四柱單塔的規律，這是我們

和世界高塔不一樣的地方。 
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4. 我們發現四格雙塔交換規律是清楚的，需要從左右棟分別計算入手，也好奇有沒

有更清晰的規則或計算方法，希望能找到解決最短路徑的便捷方法。 

 

二、遊戲規則探討 

 我們找了歷年相關文獻，發現河內塔有多種玩法，有從早期單柱一棟、兩柱交換

到多柱交換，基本規則為搬移遵循由上而下由小而大的玩法，也就是上盤不會在下盤

的下方；關於搬移次數，有探討最少，也有探討最多搬移次數的相關研究。 

一、名詞解釋 

(一) 棟柱數：棟柱數簡稱柱數或棟數，以 n-P 表示，以 A4 紙張作為底盤畫三、

四、五…個長方形作為移動標的位置。從左至右分別標示格名稱 A、B、

C、D、E，表示第 1 棟柱、第 2 棟柱、第 3 棟柱和第 4 棟柱。 

(二) 樓層寬 

1. 樓層寬相當於傳統河內塔的盤數，依樓層寬或盤數依序由小而大從上

排到下。 

2. 雙棟規則樓層：Peg-A，由上至下分別為①②③④…○n ，相對柱標

Peg-D 分別標註 1,2,3,4…, n+1。 

3. 雙棟不規則樓層 irr2TnF： 

(1) 位於 A 格上標註 Peg-A，由上至下分別為①②③④…○n ，或標

為…𝐿1, 𝐿2, 𝐿3 ⋯ 𝐿𝑛。 

(2) 位於 D 格上標註 Peg-D，由上至下分別為

2,3,4…n+1𝑅2, 𝑅3, 𝑅4 ⋯ 𝑅𝑛+1。操作紀錄時為了仔細區辨樓層與不

同棟柱交換，我們也會以不同顏色標註取代左右棟柱，例如 G

指綠色柱、R 指紅色柱。 

 
 

 

不規則三格/柱 

雙塔交換 

不規則四格/柱 

雙塔交換 

不規則四格/柱 

3 層/盤雙塔交換 

 

(三) 上盤(Top)：分解樓層上半部。 

1. 上層(Upper)：底盤上部以利移動的最上層。 

2. 底層(Lower)：底盤下部以利移動的最上層。 

3. 堆疊層(stack-up)：底盤上部(或「上盤」)還原到底層(或「底盤」)之上

堆疊的樓層。
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(四) 底盤(Down)：分解樓層下半部。 

 

二、移動規則說明 

(一) 單棟搬移：A 棟在空格 I 上，由上而下由小到大依序排列。以空格 IV 為

目標格，一次移動一層樓，目標是將 A 棟完整搬到空格 IV。 

(二) 雙棟交換：4棟(柱)高塔中任意選擇兩塔作為交換標的，規則同單棟搬移，

一次遷移 1 棟、1 層樓或 1 盤至其它位置，且盤序必須由上而下由小至大

依序排列。從起始狀態開始搬移，直到兩棟完全交換，如下圖。 

 

 

 

三、最短移動路徑 

   我們檢查「世界高塔」後發現圖解歷程較少，原來的表列資料不容易判斷選擇路

徑是否正確，檢查之後發現有幾處不符合最短路徑的走法，因此決把將過程繪製出來，

將搬移過程視覺化邀請讀者一起檢視歷程。 

 【四柱單塔移動】當層數L = 2時，我們將矩形為四個頂點作為四柱代表，足以

標示全部移動路徑如圖示。
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當層數為L = 2時的全部移動路徑 

 

我們以正四面體 4 個頂點當作 A,B,C,D 柱，移動順序有 A⟺B、A⟺C、A⟺D、B ⟺ C、

B ⟺ D、C⟺ D等 6 種 
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當層數為L = 3時的全部移動路徑 

 

 

  

【發現】任選 A 至 D 柱當作起始柱，開始移動之後可以選擇 A、B 兩柱交換，將整棟搬移

到 B 棟，搬移過程中每一個狀態就會如同上圖呈現從 AAA 到 AAD(L1 到 D 柱)，AAD 到

ACD(L1 在 D 柱、L2 在 C 柱)，依著路徑移動。 
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【發現】模式 A 

目標柱與交換柱會循著下列順序完成交換： 

底盤讓位→目標柱底盤交換→交換柱底盤交換→回復堆疊 

step 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

Peg D         G1                 G1 R1         G3     G2   G1 

Peg C     G2 R1                                           

Peg B G1 R1       G3     G2 R2 R1 G1                 G1 R1       

Peg A             G1 R1         R3     R2 G2 R1 G1         R1   

 

 

 

底盤讓位 

     

 

目標柱底盤交換 
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交換柱底盤讓位 

 

 

 

回復堆疊 

 

 

棟柱樓層名稱 第 1 階段 第 2 階段 第 3 階段 第 4 階段 移動步數統計 

G1 2 2 2 2 8 

G2 1 1 1 1 4 

G3 1 0 1 0 2 

R1 2 2 2 2 8 

R2 0 1 1 0 2 

R3 0 1 0 0 1 

總和 6 7 7 5 25 

步數拆分 4+1+1 4+1+1+1 4+1+1+1 4+1 
 

狀態名稱 底盤讓位 底盤交換 底盤交換 回復堆疊 
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伍、研究結果與討論 

 在搬移過程中，我們發現不論規則或不規則雙塔組合，四柱中藏著三柱「密技」，

雙塔中藏著單塔最短路徑搬移技巧，因此以下依序按照 3 柱單塔(標註 3P1T)、4 柱單

塔(標註 4P1T)、3 柱不規則雙塔(標註 3P2T-irr)和 4 柱不規則雙塔(標註 4P2T-irr)分別

討論。 

 

一、針對柱棟單塔移動次數的發現 

我們發現區間遞增可以從∑ 𝑁𝑛
𝑖=1  推出步數與層數的關係如下表 

區間 4 棟單柱塔樓層與移動步數關係 

1 1 
L =1 𝑎1  

算式整理 1× 21−1 =1× 20 = 1 

 

2 3 

L =2, 𝑎2 𝑎3  

移動次數區間 1× 22−2 2× 22−2  

算式整理 1× 20 +2× 20 = 1 × 1 + 2 × 1 = 3 

L =3 3 − 1 3  

移動次數區間 1× 22−1 2× 22−1  

 算式整理 1× 21 +2× 22−1 = 1 × 2 + 2 × 2 = 5 

 

3 6 

對應項次 𝑎4 𝑎5 𝑎6 

L4≦L≦ 6 6 − 2 6 − 1 6 

移動次數區間 1× 23−1 2× 23−1 3 × 23−1 

算式整理 

 5+22   

  5+2× 22  

   5+2× 22 

4 10 

對應項次 𝑎7 𝑎8 𝑎9 𝑎10 

 7≦L≦L10 10−3 10−2 10−1 10 

移動次數區間 1× 24−1 2× 24−1 3× 24−1 4× 24−1 

5 15 對應項次 𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14 𝑎15 
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L 11≦L≦L 15 15−4 15-3 15-2 15-1 15 

移動次數區間 1×25-1 2×25-1 3×25-1 4×25-1 5×25-1 

第 6 區：L 16≦L≦L 21 

對應項次 16 17 18 19 20 21 

項次變化 21 − 5 21 − 4 21 − 3 21 − 2 21 − 1 21 

步數區間 1×26-1 2×26-1 3×26-1 4×26-1 5×26-1 6×26-1 

第 7 區：L 22≦L≦L 28 

對應項次 22 23 24 25 26 27 28 

項次變化 28−6 28−5 28−4 8−3 28−2 28−1 28 

步數區間 1×27-1 2×27-1 3×27-1 4×27-1 5×27-1 6×27-1 7×27-1 

第 8 區：L 29≦L≦L 36 

對應項次 29 30 31 32 33 34 35 36 

項次變化 36−7 36−6 36−5 36−4 36−3 36−2 36−1 36 

步數區間 1×28-1 2×28-1 3×28-1 4×28-1 5×28-1 6×28-1 7×28-1 8×28-1 

第 9 區：L 37≦L≦L 45 

對應項次 37 38 39 40 41 42 43 44 

項次變化 45 − 8 45 − 7 45 − 6 45 − 5 45 − 4 45 − 3 45 − 2 45 − 1 

步數區間 1×29-1 2×29-1 3×29-1 4×29-1 5×29-1 6×29-1 7×29-1 8×29-1 

【第 45 層樓】落在第 9 區，總移動次數會是前 8 區的次數總和，再加上第 9 區的最

後一項數值，即 9×29-1 

第 10 區：L 46≦L≦L 55 

對應項次 46 47 48 49 50 51 52 53 54 

項次變化 55 − 9 55 − 8 55 − 7 55 − 6 55 − 5 55 − 4 55 − 3 55 − 2 55 − 1 

步數區間 1×210-1 2×210-1 3×210-1 4×210-1 5×210-1 6×210-1 7×210-1 8×210-1 9×210-1 

【第 55 層樓】落在第 10 區，總移動次數會是前 9 區的次數總和，再加上第 10 區得到

最後一項數值，即10 ×210-1 
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第 11 區：L 56≦L≦L 66 

項次變化 66−10 66−9 66−8 66−7 66−6 66−5 

步數區間 1× 210 2× 210
 3× 210

 4× 210
 5× 210

 6× 210
 

項次變化 66−4 66−3 66−2 66−1 66  

步數區間 7× 211−1
 8× 211−1

 9× 211−1
 10× 211−1

 11× 211−1
  

第 12 區：L 67≦L≦L 78 

項次變化 78−11 78−10 78−9 78−8 78−7 78−6 

步數區間 1× 211
 2× 211

 3× 211
 4× 211

 5× 211
 6× 211

 

項次變化 78−5 78−4 78−3 78−2 78−1 78 

步數區間 7× 211
 8× 211

 9× 211
 10× 211

 11× 211
 12× 211

 

 

第 13 區：L79≦L≦L91 

項次變化 91−12 91−11 91−10 91−9 91−8 91−7 

步數區間 1× 212
 2× 212

 3× 212
 4× 212

 5× 212
 6× 212

 

項次變化 91−6 91−5 91−4 91−3 91−2 91−1 

步數區間 7× 212
 8× 212

 9× 212
 10× 212

 11× 212
 12× 212

 

【第 91 層樓】移動次數是前 12 區的加總加上第 13 區的最後一項數值，即13 × 212。 

第 14 區：92≦L≦105 

項次變化 105−13 105−12 105−11 105−10 105−9 105−8  

步數區間 1 × 213 2× 213
 3 × 213 4 × 213 5× 213

 6× 213
  

項次變化 105−7 105−6 105−5 105−4 105−3 105−2  

步數區間 7× 213
 8 × 213 9 × 213 10× 213

 11× 213
 12× 213

  

項次變化 105−1 105     

步數區間 13× 213
 14× 213
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第 15 區：106≦L≦120 

項次變化 120−14 120−13 120−12 120−11 120−10 120−9 

步數區間 1 × 214 2× 214
 3 × 214 4 × 214 5× 214

 6× 214
 

項次變化 120−8 120−7 120−6 120−5 120−4 120−3 

步數區間 7× 214
 8 × 214 9 × 214 10× 214

 11× 214
 12× 214

 

項次變化 120−2 120−1     

步數區間 13× 214
 14× 214

     

本區最後一層：第 120 層樓，𝐿120移動步數會是前 14 區的結果加總加上第 15 區的最

後一項數值，即15 × 214。 

第 16 區：121≦L≦136 

項次變化 136−15 136−14 136−13 136−12 136−11 136−10  

步數區間 1 × 215 2× 215
 3 × 215 4 × 215 5× 215

 6× 215
  

項次變化 136−9 136−8 136−7 136−6 136−5 136−4  

步數區間 7× 215
 8 × 215 9 × 215 10× 215

 11× 215
 12× 215

  

項次變化 136−3 136−2 136−1 136    

步數區間 13× 215
 14× 215

 15× 215
 16× 215

    

第 17 區：137≦L≦153 

依項次變化 153−16 153−15 153−14 153−13 153−12 153−11  

步數區間 1 × 216 2× 216
 3 × 216 4 × 216 5× 216 6× 216  

依項次變化 153−10 153−9 153−8 153−7 153−6 153−5  

步數區間 7× 216 8 × 216 9 × 216 10× 216 11× 216 12× 216  

依項次變化 153−4 153−3 153−2 153−1 153   

步數區間 13× 216 14× 216 15× 216 16× 216 17× 216   
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第 18 區：154≦L≦171 

依項次變化 171−17 171−16 171−15 171−14 171−13 171−12 

步數區間 1× 217
 2× 217

 3× 217
 4× 217

 5× 217
 6× 217

 

依項次變化 171−11 171−10 171−9 171−8 171−7 171−6 

步數區間 7× 217
 8× 217

 9× 217
 10× 217

 11× 217
 12× 217

 

依項次變化 171−5 171−4 171-3 171-2 171-1 171 

步數區間 13× 217
 14× 217

 15× 217
 16× 217

 17× 217
 18× 217

 

第 19 區：172≦L≦190 

依項次變化 190−18 190−17 190−16 190−15 190−14 190−13 

步數區間 1× 218 2× 218 3× 218 4× 218 5× 218 6× 218 

依項次變化 190−12 190−11 190−10 190−9 190−8 190−7 

步數區間 7× 218 8× 218 9× 218 10× 218 11× 218 12× 218 

依項次變化 190−6 190−5 190−4 190−3 190−2 190−1 

步數區間 13× 218 14× 218 15× 218 16× 218 17× 218 18× 218 

依項次變化 190 

步數區間 19× 218 

第 20 區：191≦n≦210 

依項次變化 210−19 210−18 210−17 210−16 210−15 210−14 

步數區間 1× 219 2× 219 3× 219 4× 219 5× 219 6× 219 

依項次變化 210−13 210−12 210−11 210−10 210−9 210−8 

步數區間 7× 219 8× 219 9× 219 10× 219 11× 219 12× 219 

依項次變化 210−7 210−6 210−5 210−4 210−3 210−2 

步數區間 13× 219 14× 219 15× 219 16× 219 17 × 219 18× 219 



13 

 

依項次變化 210−1 210     

步數區間 19× 219 20× 219              

 

【發現】先得到樓層數的區間，將樓層數代入推估區間 

1 + 2 + 3 + 4 + ⋯ =
𝑛(𝑛+1)

2
，例如 120 層樓高的單塔如果要移動到另外一柱，所需要

的步數會是根據推估的區間數，求得 n=15，以此推估搬移次數如下： 

 

𝑳𝟏𝟐𝟎 = 15 × 215−1+(15 − 1) × 215−2+(15 − 2) × 215−3+(15 − 3) × 215−4+ 

(15 − 4) × 215−5 + (15 − 5) × 215−6 + (15 − 6) × 215−7 + 

(15 − 7) × 215−8 + (15 − 8) × 215−9 + (15 − 9) × 215−10 + 

(15 − 10) × 215−11 + (15 − 11) × 215−12 + (15 − 12) × 215−13 + 

(15 − 13) × 215−14 + (15 − 14) × 215−15 

整理得到 120 層單柱移動總次數： 

𝑳𝟏𝟐𝟎 = 1 × 20
+2 × 21+3 × 22+4 × 23+5 × 24 + 6 × 25 + 7 × 26 + 8 × 27 + 

9 × 28 + 10 × 29 + 11 × 210 + 12 × 211 + 13 × 212 + 14 × 213 + 15 × 214 

 

  

 在四柱單塔搬移時，我們發現規律與 2 的次數有關，進一步在 5 柱單塔也發現類

似的結果。 

 

二、比較不同柱數單棟搬移次數差異 

 

 我們猜想單棟搬移在更多柱數可移動情形下，可能有相同的搬移模式，可供移動

空間更多，步數會更少且與四柱一樣會有多層單柱依循少層單柱數的搬移規律，呈現

遞迴現象。
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【五柱單塔】 

 

五柱單塔移動次數列表與分析 

層數 移動次數 項數 項次與項數關係 

1 1 1 20 1 × 20 

2 3 2 21 + 20 1 × 20 + 1 × 21 

3 5 3 21 + 21 + 20 1 × 20 + 2 × 21 

4 7 4 21 + 21 + 21 + 20 1 × 20 + 3 × 21 

 

層數 移動次數 項數 項次與項數關係分析 

5 11 5 22 + 21 + 21 + 21 + 20 1 × 20 + 3 × 21 + 1 × 22 

6 15 6 22 + 22 + 21 + 21 + 21 + 20 1 × 20 + 3 × 21 + 2 × 22 

7 19 7 22 + 22 + 22 + 21 + 21 + 21 + 20 1 × 20 + 3 × 21 + 3 × 22 
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【發現】多了一柱可移動，五柱單塔的步數較四柱更少，也出現明顯遞迴關係。 

 

三、影響搬移步數的可能原因 

(一) 三柱雙塔 

我們在操作四柱雙塔時發現三柱雙塔移動狀態非常重要，因此確認兩層移動結果 

 【2 層移動】移動次數有 9 步 
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L =3 

【先移動柱】左棟總移動步數 G= 14 = 2 + 4 + 8 = 21 + 22 + 23 

【後移動柱】右棟總移動步數 R= 11 = 1 + 2 + 8 = 20 + 21 + 23 

【移動交換步數與層盤數的關係】 

G= 14 = 2 + 4 + 8 = 21 + 22 + 23 = (23−2 + 23−1) + 23 

R= 11 = 1 + 2 + 8 = 20 + 21 + 23 = (23−3 + 23−2) + 23 

 

【發現】最少移動次數與樓層數有關。 

我們發現在雙塔交換時，層數若為2𝓀 + 1 且𝓀 > 0，第 1 步必須移動到空柱才能得到

最少步數；層數若為2𝓀，則第 1 步必須移動到對方柱的頭上才能得到最少移動次數。 

【三柱雙塔】3 層總交換步數是 25 步，結果得到分析如下： 

左棟 3 層 

樓層 第 1 階段 第 2 階段 第 3 階段 第 4 階段 步數分析 

G1 2 2 2 2 8 = 23 

G2 1 1 1 1 4 = 22 

G3 1 0 1 0 2 = 21 

右棟 3 層 

樓層 第 1 階段 第 2 階段 第 3 階段 第 4 階段 步數分析 

R1 2 2 2 2 8 23 

R2 0 1 1 0 2 21 

R3 0 1 0 0 1 20 
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四柱雙塔交換可以分為先移動和後移動方法，都可以分析出遞迴規律： 
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陸、研究結論 

本研究得到結論如下： 

一、在雙塔交換時，層數若為2𝓀 + 1 且𝓀 > 0，第 1 步必須移動到空柱才能得到最少

 步數；層數若為2𝓀，則第 1 步必須移動到對方柱的頭上才能得到最少移動次數。 

二、目標柱與交換柱會循著「底盤讓位→目標柱底盤交換→交換柱底盤交換→回復堆疊」

 順序完成交換。 

三、四柱河內塔或類似搬移遊戲的規律，單柱或單塔總移動次數必須先得到總樓層數

或總盤數的區間值，將樓層數代入推估區間1 + 2 + 3 + 4 + ⋯ =
𝑛(𝑛+1)

2
，求得 L值後，

推估搬移次數 

𝑛 × 2𝑛−1+(𝑛 − 1) × 2𝑛−2+(𝑛 − 2) × 212+(𝑛 − 3) × 2(𝑛−4) + ⋯ +11× 21010 × 29 + 

9 × 28 + 8 × 27 + 7 × 26 + 6 × 25 + 5 × 24 + 4 × 23 + 3 × 22 + 2 × 21 + 1 × 20 
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