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硬幣相切鋪排之凸包性質探究 

摘要 

    這次的研究受到地理課堂上曾出現過在阿拉伯的中樞灌溉系統的圖樣啟發，探討如何在

二維平面上有效率的以相同大小的圓形鋪排平面。並討論若今天以多個相同大小的硬幣作相

切鋪排後，接著以棉繩進行圍繞後拉緊，那麼這條棉繩所需長度的性質會是如何？ 

根據我們的研究脈絡，我們首先導出平面區域中正則鑲嵌的所有形式，接著以二維晶格

切割的方式找出圓鋪排在平面空間使用效率，藉此決定接下來的鋪排模式。最後再透過結構

變化的遞迴關係式，成功找出在二維平面上相同圓相切鋪排時，其凸包結構周長之極值通式

與鋪排規律。 

 

圖 01：硬幣鋪排示意圖，研究者自製。 

壹、前言 

一、研究動機 

 這次的研究受地理課堂上曾出現過在阿拉伯的中樞灌溉系統的圖樣啟發（圖 02）並

產生延伸性的想法。為了因應沙漠氣候等因素所導致的缺水環境，部分國家使用這樣的

灌溉方式，才能夠更有效率地使用地下水資源，那麼在此同時，我們要如何更進一步，
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更有效率地使用有限的土地面積呢？這樣的問題，就像是我們生活中隨處可見的圓筒狀

堆疊收納的行為，下可到課間拿硬幣鋪排的遊戲，上可到經濟化的效率政策，同時也是

一種特殊條件下電腦程式方面的凸包問題，又或是物理系統中橡皮筋的能量課題。為了

能夠解決這個問題與探索該數學系統會產生的規律，我們展開了這次的研究。 

 

圖 02：[1]阿拉伯高原的地下水井灌溉區，取自：

http://sip.csjh.tp.edu.tw/sites/geology/DocLib11/%E9%BB%83%E4%BA%88%E6%9A%84%

E8%80%81%E5%B8%AB/%E4%B8%96%E7%95%8C%E5%9C%B0%E7%90%86%E8%A

3%9C%E5%85%85%E7%B4%A0%E6%9D%90/%E8%A5%BF%E4%BA%9E.pdf。 

二、研究目的 

（一）找出硬幣相切鋪排時所使用之鑲嵌結構。 

（二）討論 𝑘 個半徑為 𝑟 的相同硬幣，相切鋪排時可形成之最小凸包線周長。 

（三）討論 𝑘 個半徑為 𝑟 的相同硬幣，相切鋪排時可形成之最大凸包線周長。 
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三、文獻回顧 

    [2]李志皓、葉聿文、鍾馥羽所研究之「硬幣相切的圖形探討」中曾研究過類似之主題，

並指出周長與面積極值之圖形規律的形式以及存在性，並且以全同圓間相切點之數量來

將圖形量化討論，最終找出其文中「完美圖形」之函數解。該「完美圖形」之函數方程

為我們研究中 𝑘 = {𝑛} 之情況。此外他們在文中亦提及非完美圖形之存在性與部分規律

特性，藉此該部分即為我們接下來內文所更進一步探究之方向，同時我們也將以不同的

方式將各項目的與背景條件進行論證。 

貳、研究設備及器材 

    筆記型電腦、A4 紙、圓規、原子筆、GeoGebra、Word、Canva。 

參、研究過程或方法 

一、名詞定義 

（一）[3]正則鑲嵌：以單一種全等並含邊與頂點之正多邊形，透過頂點接頂點、邊接邊且

不重疊的形式於平面上無限延伸地鋪排。 

（二）[4]天花板函數 ⌊𝑥⌋：為一種上取整函數，表示為不小於 x 之最小整數，在內文中

以 lim
𝜖→0+

⌊
𝜖

𝑥
⌋ 作為圖樣狀態之判別手段，當判別條件 𝑥 > 0，則函數之取值為 1，

而當 𝑥 < 0 時則該函數之取值為 0。 

（三）[4]高斯地板函數 [𝑥]：為一種下取整函數，表示為不大於 𝑥 之最大整數。 

（四）[5]凸包問題：指當平面中散佈著一群點和一條封閉的環，其中能完全包覆這些物件

且周長最小之封閉環即稱為「凸包」，簡單來說其性質就如同以橡皮筋將物件套起

來一樣。 
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圖 03：[5]凸包結構示意圖，取自：https://sam571128.codes/2020/10/05/Convex-

Hull/。 

二、研究架構與流程 

 

圖 04：研究流程圖，研究者以 Canva 軟體自製。 

三、[3]正則鑲嵌結構 

    在本次研究中，我們使用正則鑲嵌的座標鋪排法來達到最有效率之鋪排手段，其中
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在平面上的正則鑲嵌之意義，在名詞定義中提及，是由相同正多邊形所組成的鋪排結構，

也就是說，假如我們在鑲嵌結構中找到一個頂點，這個頂點的組成就會由 𝑎 個正 𝑏 邊

形的各一個內角所組成，也就是說所有的正則鑲嵌結構都應該滿足（1.1）式： 

𝑎 ×
(𝑏 − 2) × 180°

𝑏
= 360° (1.1) 

    接著因為正多邊形的內角值最小的就是正三角形，且正多邊形內角不可能超過

 180°，所以我們可以列出下式（1.2）： 

60° ≤
(𝑏 − 2) × 180°

𝑏
< 180° (1.2) 

    其中因為 𝑏 是正整數，所以將 𝑏 的值從 3 開始依序代入（1.1）式後可以得到下

方表 01： 

表 01：正則鑲嵌頂點組成之變數 𝑎、𝑏 值對應表 

𝑏 3 4 5 6 7 … 

(𝑏 − 2) × 180°

𝑏
 60° 90° 108° 120° ≅ 128.57° … 

𝑎 6 4 
10

3
 3 2.8 … 

 

    因為 𝑎 也是正整數，也就是說 𝑏 在大於 7 之後，𝑎 的下一個可能整數應該要是

 2，但因為 
(𝑏−2)×180°

𝑏
< 180° 的緣故，𝑎 的最小值只可能是 3。也就是說當 𝑎、𝑏 都符

合正整數的解就只有 (𝑎, 𝑏) = (6,3)、(4,4)、(3,6) 這三種，也就是下圖 05 中的正三角形

鑲嵌、正方形鑲嵌、正六邊形鑲嵌。此外我們也用 (3,3,3,3,3,3)、(4,4,4,4)、(6,6,6) 來表

示一個頂點的組成方式。 



6 

     

圖 05：[6]正則鑲嵌 (3,3,3,3,3,3)、(4,4,4,4)、(6,6,6) 之結構示意圖，取自：

https://mathseed.ntue.edu.tw/mathpicture/98/elementary-16.pdf。 

四、[7]鑲嵌結構於平面空間中之空間使用效率 

    我們以化學中單位晶格界定的技巧類比鑲嵌圖形的二維分割的方式，討論在平面中

堆砌相同圓形時空間的使用效率，並稱此分割單位為二維基本晶格。(3,3,3,3,3,3)、

(4,4,4,4)、(6,6,6) 正則鑲嵌法中，對於平面空間使用率依序分別為 
2𝜋𝑟2

6√3 𝑟2 
≅ 60.46 %、

𝜋𝑟2

4𝑟2 
≅ 78.54 %、

(
1

2
𝜋𝑟2)

√3𝑟2 ≅ 90.69 %，故 (6,6,6) 鑲嵌法之平面空間使用效率最高，作為

我們後續之探討手段。 

 

圖 06：(3,3,3,3,3,3)、(4,4,4,4)、(6,6,6) 對應之二維基本晶格分割圖，研究者以

GeoGebra 軟體自製。 
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肆、研究結果 

一、 討論 𝑘 個半徑為 𝑟 的相同硬幣，相切鋪排時可形成之最小凸包線周長。 

表 02：𝑘 = 1~20 鋪排圖形之規律圖，研究者以 GeoGebra 軟體自製 
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表 03：𝑘 = 1~20 鋪排圖形之凸包周常最小值 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘) 列表 

𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 1) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 2) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 3) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 4) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 5) 

2𝜋𝑟 2𝜋𝑟 + 4𝑟 2𝜋𝑟 + 6𝑟 2𝜋𝑟 + 8𝑟 2𝜋𝑟 + 10𝑟 

𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 6) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 7) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 8) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 9) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 10) 

2𝜋𝑟

+ (2√3 + 8)𝑟 

2𝜋𝑟 + 12𝑟 2𝜋𝑟 + 14𝑟 
2𝜋𝑟

+ (2√3 + 12)𝑟 

2𝜋𝑟 + 16𝑟 

𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 11) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 12) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 13) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 14) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 15) 

2𝜋𝑟

+ (2√3 + 14)𝑟 

2𝜋𝑟 + 18𝑟 
2𝜋𝑟

+ (2√3 + 16)𝑟 

2𝜋𝑟 + 20𝑟 
2𝜋𝑟

+ (2√3 + 18)𝑟 

𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 16) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 17) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 18) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 19) 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘 = 20) 

2𝜋𝑟 + 20𝑟 
2𝜋𝑟

+ (2√7 + 16)𝑟 

2𝜋𝑟

+ (2√3 + 18)𝑟 

2𝜋𝑟 + 22𝑟 
2𝜋𝑟

+ (2√3 + 20)𝑟 

 

    凸包線周長最小值 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘) 的部分，透過研究方法中效率鋪排的原理，我們以

 (6,6,6) 鑲嵌形式作鋪排，並且發現鋪排的規律中，若滿足螺旋狀緊密鋪排之結構恰可

符合最小周長的條件。 

並且隨 𝑘 增加之鋪排過程，會依次過渡當 𝑘 = 3𝑛2 − 3𝑛 + 1 時的完美正六邊形圖

形，其中 𝑛 為滿足 𝑘 ≥ 3𝑛2 − 3𝑛 + 1 之最大整數，我們又稱為完美正六邊形的層數，

如下圖 07 所表示。 
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其中 3𝑛2 − 3𝑛 + 1 值的由來在於每一層所使用的正六邊形數恰好等於 6(𝑛 − 1) 

個圓，但除第一層僅使用一個圓，也就是說： 

 𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯+ 𝑎𝑛 

∴  𝑆𝑛 = 1 + 6 + 12 + 18 + ⋯+ 6(𝑛 − 1) = 1 +
(6 + 6(𝑛 − 1)) × (𝑛 − 1)

2
∴  𝑆𝑛 = 3𝑛2 − 3𝑛 + 1 (2.1)

 

藉此我們先令 𝑆𝑛 = {𝑛} = 3𝑛2 − 3𝑛 + 1 表示鋪排 𝑛 層正六邊形所使用之圓形數，

且 {𝑛′} = 𝑘 − {𝑛} 表剩餘鋪排在第 𝑛 + 1 層之圓形數，以方便後續計算時使用。 

 

圖 07：完美正六邊形圖形之層數示意圖，研究者以 GeoGebra 軟體自製。 

 緊接著，在鋪排的過程中，我們不難從上述表 02 的圖形、表 03 的數值中發現，凸

包線中的部分線段會有規律地產生 𝐸𝑧1 線段循環（由表 04 作呈現），而 𝐸𝑧1 是用來表

示由 𝑧 + 2 個圓所組成的一種結構，如下圖 08。以一個圓為圓心，以 120° 為夾角向兩

個方向分別相切鋪排 1、𝑧 個圓，如圖 08。故藉由作通過 𝐶0𝐶𝑧
̅̅ ̅̅ ̅̅  延伸之直線，並作通過

 𝐶1 且垂直於前述直線之輔助線後，兩條直線交於點 ℎ，則可由 30°、60°、90° 直角三

角形之邊長比，並透過畢氏定理導出下式（2.2）[9]： 
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|𝐸𝑧1| = 2𝑟√(𝐶1ℎ̅̅ ̅̅ ̅)
2
+ (𝐶𝑧ℎ̅̅ ̅̅ ̅)

2
= √(𝑧 +

1

2
)

2

+ (
√3

2
)

2

= 2𝑟√𝑧2 + 𝑧 + 1 (2.2) 

 

圖 08：𝐸𝑧1 結構示意圖，研究者以 GeoGebra 軟體自製。 

 

圖 09：凸包線段中 𝐸𝑧1 出現位置示意圖，研究者以 GeoGebra 軟體自製。 

    接著我們透過遞迴關係法製作下列 𝑘 = 1~40 凸包周長值之表 04，以 𝐿𝑘 表示

 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘)。同時可以觀察到 𝐸𝑍1 項與其後方 𝑎𝑅 項呈現之規律有兩種循環，我們稱為循

環步驟數 𝑠、循環規律數 𝑝。 

這部分在表 04 中我們以不同色的大括弧表示不同的規律數，如橘色為 𝑝 = 1，綠色

為 𝑝 = 2 以此類推，在經歷完每個循環 𝑝 時最小周長值剛好會變大 2𝑟，而 𝑠 則代表

目前第 𝑘 個圓處在某個循環規律數 𝑝 （括號範圍）內的第幾個步驟。 
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表 04：𝑘 = 1~40 最小凸包周長值之遞迴關係表。 

 

其中我們也可以發現恰好 𝑝 的值剛好等於內部循環的總步驟數，即 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑝，接

著我們將 𝑝 出現的順序以數列的形式列出下式（2.3）： 

{𝑝}𝑖=1
𝑢 = 1,1,1,2,1,2,2,2,2,3,2,3,3,3,3,4,3,4,…… ,([

𝑢 + 6

6
] + [

(𝑢 − 6 [
𝑢
6])

4
] − [

𝑢 − 6 [
𝑢
6]

5
]) (2.3) 

𝑝𝑢 一般式中 𝑢 − 6 [
𝑢

6
] 之中括弧表示高斯地板函數，由於 𝑝𝑢 之數列規律為六個一

循環，故以該式來作為判別第 𝑢 項處於循環中的第幾項所用。 

又因為 𝑝 數列為每六個完成一次循環規律，且每個循環中在滿足每層完美正六邊形

後之循環數可視為 𝑥 − 1, 𝑥, 𝑥, 𝑥, 𝑥, 𝑥 + 1，如 𝑝4, 𝑝10, 𝑝16, … 恰完成第 2, 3, 4, …層的完美

正六邊形，所以我們透過設定新的變數 𝐶 ，以（2.4）式用於判斷第 𝑘 個圓處在此六個

循環數所形成的循環節中的哪一個。 
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緊接著我們將先前討論之變數 𝑠、𝑝、𝐶 以 𝑘、𝑛 作表示： 

𝐶(𝑘) = [
{𝑛′}

𝑛
] − [

{𝑛′}

6𝑛
] + 1 (2.4) 

𝑝(𝑘) = 𝑛 + [
𝐶

6
] − [

1

𝐶
] (2.5) 

其中  𝑠(𝑘) 我們討論第  𝑛 + 1 層剩餘圓個數  {𝑛′} 減去已完成循環之圓個數

 ([
{𝑛′}

𝑛
] − [

{𝑛′}

6𝑛
]) × 𝑛 + (−1)⌊

 
 
 

𝜖
𝑛−1

{𝑛′}
−1

⌋
 
 
 

 後剩餘的數量來計算，簡單來說，就是把前面完成規律

的所有圓扣除，剩下的圓就是最新一個規律的內容物，有幾個就是這個規律的第幾項。 

𝑠(𝑘) = lim
𝜖→0+

(

  
 

{𝑛′} − ([
{𝑛′}

𝑛
] − [

{𝑛′}

6𝑛
]) × 𝑛 + (−1)⌊

 
 
 
 

𝜖
𝑛−1

{𝑛′}
−1

⌋
 
 
 
 

)

  
 

= lim
𝜖→0+

(𝐶 + {𝑛′} − 1 + (−1)
⌊

ϵ

n−1−{𝑛′}
⌋

) (2.6)

 

有了上方變數的結果，對照表 03 與表 04 之規律，我們可得出凸包線周長的最小值

的 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘) 如下： 

𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘) = 2𝑟 (𝜋 + 6𝑛 − 6 + [
{𝑛′}

𝑛
] + √(𝑝 − 𝑠)2 + (𝑝 − 𝑠) + 1 − (𝑝 − 𝑠) + [

𝑝

𝑟
]) (2.7) 

二、討論 𝑘 個半徑為 𝑟 的相同硬幣，相切鋪排時可形成之最大凸包線周長。 

    為了能夠組成最大凸包線的周長，代表著每個圓都要能夠讓圖形凸包線有變長的貢

獻在，例如圖 10 中的 𝐶2、𝐶9 就是不影響凸包線周長的圓，此為必須避免的鋪排結構。 
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圖 10：含有未貢獻周長之硬幣之結構示意圖，研究者以 GeoGebra 軟體自製。 

    為了解決這樣的問題，我們將 𝑘 個圓所鋪排的結構，以一個圓為初始情況，每多鋪

排一個圓就給與 2𝑟 長度之線段作連結，並以線段的端點代表圓的圓心位置，就可以將

圖由圖 11 轉換成圖 12 的樣子，值得一提的是這個方式並不受順序影響解的結果。 

  

圖 11：圓心線段連結示意圖，研究者以

GeoGebra 軟體自製。 

圖 12：圖 11 轉化後之結構示意圖，研究

者以 GeoGebra 軟體自製。 

 

    以上述圖 12 轉換之結果為例，我們可以將每一線段簡易區分成「單圓連結」與「多

圓連結」來表示一個圓中所延伸出去的線段數，如下圖 13，單圓連結以綠色線段標註，

多圓連結以藍色線段標註。藉此我們得以分辨線段是否進行繼續的延伸，或是成為該路

徑的終點。 
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圖 13：將圖 12 作單圓連結與多圓連結線段標示，研究者以 GeoGebra 軟體自製。 

接下來的討論中，我們以圖 14 之較複雜的結構為例，並將圖 14 中的凸包代表點依

照順時針方向連結後組成圖 15 中的紅色線段，就可以找出跨越或未跨越凸包線的單圓連

結線段，如圖 15 至圖 16 之修改過程。 

若將這些線段上的圓消除後可得到新的結構圖中沿著線段繞著逆時針方向行走，每

個凸包代表點走到另一個凸包代表點前不會遇到其他分支路徑，對於這樣的路徑假設今

天鋪排的圖形有 𝑛 個凸包代表點 𝑎1~𝑎𝑛，我們將 𝑎1~𝑎2、𝑎2~𝑎3 …𝑎𝑛−1~𝑎𝑛、𝑎𝑛~𝑎1內

路徑做畫線區分，如圖 17 中黃色線所標記之路徑。且透過黃色線段之區分就可以得到由

多個多邊形所拼成的圖 14（見圖 17 中以各色彩之塗色區分方式）。 

故透過三角不等式的推廣可以知道，對於每個多邊形而言（凸或凹多邊形都有可能），

任一邊長必小於其餘邊長之總和。也就是說外路徑（凸包線）𝑎1𝑎2̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑎2𝑎3̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑎3𝑎4̅̅ ̅̅ ̅̅  、…、

𝑎𝑛−1𝑎𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝑎𝑛𝑎1̅̅ ̅̅ ̅̅  的距離和會小於內路徑 𝑎1~𝑎2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑎2~𝑎3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑎3~𝑎4̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  、…、𝑎𝑛−1~𝑎𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑎𝑛~𝑎1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，

之距離和。 

又上述 𝑛 段總內路徑長看似複雜，其實恰好等於 4𝑟(𝑘 − 1)，這是因為這 𝑘 個圓

會產生 𝑘 − 1 個分支，每個分支長為 2𝑟 且會經過兩次，故內路徑總長為 4𝑟(𝑘 − 1)。 
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圖 14：另類轉化結構圖，研究者自行繪

製。 

圖 15：將圖 14 中凸包代表點作逆時針方向

依序連接，可透過是否有越出凸包線支線

段判斷是否畫錯，研究者自行繪製。 

  

圖 16：將圖 15 之線段作等價消除與重

製凸包線，研究者自行繪製。 

圖 17：圖 16 之多邊形分割、凸包代表點與

內路徑示意圖，研究者自行繪製。 

 

 接著我們將初始的鋪排情形的凸包線長稱為 𝐿𝑘,𝑎，轉化成線段圖的凸包線長稱為

 𝑀𝑘,𝑎，這兩個變數會滿足 𝐿𝑘,𝑎 = 2𝜋𝑟 + 𝑀𝑘,𝑎，接著將總內路徑長稱為 𝐼𝑘,𝑎 ，則滿足（3.1）

式： 

 4𝑟(𝑘 − 1) = 𝐼𝑘,𝑎 ≥ 𝑀𝑘,𝑎 = 𝐿𝑘,𝑎 − 2𝜋𝑟 (3.1) 

    簡單來說我們可以用轉化圖形的凸包線長來表示初始圖形的凸包線長，再來就是轉
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化圖形的凸包線長必不大於內路徑總長。這也就代表 𝐿𝑘,𝑎 ≤ 4𝑟(𝑘 − 1) + 2𝜋𝑟，又因為如

果今天我們把圓做直線鋪排如下圖 18，其周長恰為 4𝑟(𝑘 − 1) + 2𝜋𝑟，所以上述不等式

的相等情況成立，也就代表以 𝑘 個半徑為 𝑟 的相同硬幣，相切鋪排時可形成之最大凸

包線周長 𝐿𝑚𝑎𝑥(𝑘) = 4𝑟(𝑘 − 1) + 2𝜋𝑟。 

 

圖 15：直線鋪排圓之凸包線長示意圖，研究者以 GeoGebra 軟體自製。 

伍、討論 

    在這次的研究中，我們成功透過單位晶格法與正則鑲嵌的結構計算，推導出最具空間使

用效率的鋪排模式，藉此進行最小凸包線周長的討論。接著利用遞迴關係、等價結構、三角

不等式的方式導出相同圓相切鋪排時，凸包線長的最大值與最小值鋪排規律、結構與通解方

程式，解決了目的中的所有問題。 

 不過在推導的過程中我們尚未掌握較好的數學描述方式，多以敘述的方式呈現規律。但

若不這樣處理，也會因大量的特殊情況，導致推導過程出現大量變數，導致我們沒辦法做有

效的計算整理。這是這份研究目前正在持續努力的地方，同時最小周長的部分，我們也希望

能找到一個合理的方式進行數學歸納法的證明其螺旋鋪排之性質。 

 同時在未來我們也希望能同文獻探討中前人的研究目的，繼續以新的理論討論凸包線所

圍繞之封閉面積之最大值與最小值，並嘗試推廣應用在多圓情形的[8]迪索公式，以及證明是否

真如文獻所言鋪排的現象與卡塔蘭數列有關。 
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陸、結論 

一、全等圓相切鋪排以 (6,6,6) 鋪排法具有最大的空間使用效率，並達到 
𝜋

2√3
≅ 90.69%。 

二、以 𝑘 個半徑為 𝑟 的相同硬幣，相切鋪排時可形成之最小凸包線周長 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘) 滿足： 

𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘) = 2𝑟 (𝜋 + 6𝑛 − 6 + [
{𝑛′}

𝑛
] + √(𝑅 − 𝑠)2 + (𝑅 − 𝑠) + 1 − (𝑅 − 𝑠) + [

𝑠

𝑅
])。 

三、以 𝑘 個半徑為 𝑟 的相同硬幣，相切鋪排時可形成之最大凸包線周長 𝐿𝑚𝑖𝑛(𝑘) 滿足： 

𝐿𝑚𝑎𝑥(𝑘) = 4𝑟(𝑘 − 1) + 2𝜋𝑟。 

 以上，本篇研究將參考文獻[1]中前人之研究中部分目的進行延伸性探討，以不同的論證

思路進行研究，並成功解出最小周長在任意圓數 𝑘 時之通解方程式，解決前人尚未完成之非

「完美圖形」情形，並且以三角不等式的推廣方式論證最大周長的不等式解，與最大值情況

的存在性舉證。 
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