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城堡躲貓貓—多重交換路徑探討 

摘要 

一、本研究自創十連方基底計有 12 組 190 種結果。 

二、以𝑉𝓀和𝐵𝑇檢同構圖方法有環圖、無環圖異構圖有 166 張。 

三、不躍子設計 NC 有 12 組基底，最多 4 對數最少步數 12，3 對數最少步數 7，

 2 對數最少步數 5，1 對數最少步數 3。 

四、全部 BRS 都可以採用躍子方式完成，會有第二階的躍子交換圖。 

五、躍子設計 C 一定會產生孤立點，𝑉𝑖 = 1，最大環點數是 9。 

六、躍子設計最多對數之最少步數一定是 4 對 9 步。 

七、雙防設計 NA 會產生孤立點， 1 ≤ 𝑉𝑖 ≤ 4，雙防可躍子，無環圖性質改變，

 全部 BRS 都具有環特徵，3 ≤ 𝑉𝐶
𝑚𝑎𝑥 ≤ 9。 

八、BRS 設計係4 × 4範圍，行列最多只能配置 2 對，雙防路徑 1 對 3 步，最多 2

 對時最少步數是 7 步。 

壹、研究動機 

城堡棋子在西洋其中的移動方式是綜走-橫走，在一般印象中城堡與其他棋子 

比較起來移動方式少。我們在網路上發現了一個城堡交換遊戲[1]，需要考慮「互不衝

突」的可能，又要能達到交換的目標，是很有挑戰的設計，因此我們提出以城堡交換

為目標的各種交換方法，並探討完成交換的條件。 

貳、研究目的 

一、找出 Rooks Swap 遊戲規律及城堡交換條件。 

二、找出各種連方組塊型態所導引出的城堡交換軌跡及其圖特徵。 

三、探究可擺放 n 對城堡棋及其交換規律。 

 

參、 研究設備及器材 

一、自製磁鐵版棋盤、方格紙、白紙、各色筆、筆記本。 

二、微軟 Excel、GeoGebra 程式。 

***本研究使用之照片、圖片皆研究者繪製*** 
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肆、研究方法與工具 

一、文獻回顧 

(一)歷屆科展作品 

1. 關於限制擺放位置 

表 1  

文獻摘要與啟示 

屆次/作品名稱 作品內涵 對本研究的啟發 

57th  十字軍「斜」爭 
探討棋盤可放置最多「互不攻擊」

主教棋之條件及配置方法。 1.採用西洋棋黑白兩方對峙 

2.將配置延伸為雙防交換。 48th   當「月曆縱橫刪」 

遇上「八皇后棋」 

探討棋盤可放置最多「互不攻擊」

皇后棋之條件及配置方法。 

2.關於交換條件 

屆次/作品名稱 作品內涵 對本研究的啟示 

60th Crazy Knights   

以自創「8+2」之十連塊棋盤為基礎，

探討可擺放最多騎士對的條件及達

到黑白交換之最少步數條件。 

1.新創十連方組塊方式 

2.多重城堡交換方式 

3.交換規律探討 

4.發展有效的同構檢視方式 

我們發現該篇缺口有 2： 

(1)在於環圖通式解無法適用於所有環圖，「騎士對數量× 2 + 1」𝑉𝑐
4僅 1 對騎士對交換符

合最少步數，至多可擺放 3 對騎士對，3𝑃𝑚𝑚不符合本式。𝑉𝑐
6至多可 3 對，僅 1~2 對符

合，3𝑃𝑚𝑚不符合。𝑉𝑐
8至多可 4 對，但本式僅限 1~3 對適用，4𝑃𝑚𝑚不符合。 

(2)該篇度序列探討粗略，無法有效檢視圖同構。以本研究發展之檢視方法，該篇 156 張

節點圖，同構高達 31 張，含無環圖 16 張、有環圖 15 張，刪除同構後僅有 125 張圖。 

3.關於路徑探討之城堡遊歷：城堡棋為縱走、橫走，相較其他棋子路徑較為單調，以此

延伸有設立障礙讓城堡回到起點的路徑(Petković,1996)稱為「跨越障礙」的城堡遊歷，如

圖 1。於本研究的啟示發展為躍子遊戲，並探討躍子交換的規律與條件。 

圖 1 
城堡跨越障礙遊歷 

圖 2 
2 對城堡棋起始-結束狀態 

圖 3 
棋盤編碼方式 

     

 本研究特點 在查核以上文獻後發展新的十連方組塊方式並融合遊歷路徑、跨越障礙與

雙防，即「互不攻擊」之城堡，但討其路徑、最多城堡對數之最少交換步數的規律。 
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二、遊戲規則 

1. 目標 棋盤上擺放成對的黑白城堡棋，雙方互相交換位置，如圖 2。 

2. 移動方式 依據西洋棋城堡棋的走法，棋子可縱走、橫走或縱橫走。 

   本研究規則係從原位置到新位置即為移動 1 步。 

3. 棋盤編碼，由下而上，由左而右依序編號 1~10，如圖 3。 

4.完成 n 對城堡棋交換的方法有 3 種： 

(1)傳統走法(non-crossing, 簡稱 NC)：縱走、橫走或縱橫走，不跨躍黑棋或白棋， 

 輪番移動完成交換。 

(2)躍子走法(crossing, 簡稱 C)：除了縱橫走之外，可跨越其他棋子或空位，黑白不拘。 

(3)雙防走法(non-attacking, 簡稱 NA)：黑白雙方交換過程於縱格橫格必須避開彼此， 

 可以跨越其他同色棋子或空位。 

三、解釋名詞 

(一) 基底 (Base of  Rooks Swap，簡稱 BRS)，指本研究使用的棋盤，由 10 個方格組成連 

 方塊型組，又稱「組塊」。 

(二)交換圖特徵：以 G=(V, E)表現交換條件，本研究所有基底轉換為圖特徵及交換條件。 

1. Tree：樹，示沒有環的連通圖，又稱無環圖，以 T 標註無環圖主幹(Trunk)。 

2. 𝐵𝑇：表示無環圖中分岔點，即樹的分支(Branch)。 

3. Circle：環，由 3 個以上的點組成的封閉圖形。 

4. 𝑉𝓀：分岔點(kinetic vertices)，於環圖中可促成城堡對交換的點，度序列 DS≥ 3。 

5. 𝑉𝐶
𝑚𝑎𝑥：有環圖之最大環點，用以標示交換圖中環點數最多的環。 

6. 𝑉𝑖：孤立點(isolated vertex)，度序列為 0，在 BRS 中可視為虛格。 

(三)交換條件： 

1.  𝑈𝑠：unoccupied space 表示可供躍子空間。 

2. 𝓃𝑃𝑚𝑀：𝓃𝑃表示城堡對數，m𝑀表示最少交換步數。 

四、研究架構 

 



5 
 

五、自創十連方組塊作為研究工具 

 本研究使用之自創棋盤與 Crazy Knights 之八連方+2 連塊組合不同，是以整數分拆

將 10 拆分為五大類，在4 × 4範圍內有【4321】、【3322】、【4411】、【3331】和【4222】五

種拆分結果。以【4321】為主，將其他大類與主類比對後刪除同形組塊，得到城堡路徑

使用之棋盤。  

提問與討論 組塊方法有幾種? 

方塊擺法 考慮在4 × 4範圍內任選 1 行或 1 列分別擺入 4 個、3 個、2 個和 1 個方塊，詳

表 1。4 個方塊考慮行列對稱，有 1、4 對稱 2、3 對稱，有 2 種擺法；3 個方塊除了考慮

行列對稱，還有 4 種組塊方式，包括(1,1,1,0)標為 a(3,0)、(0,1,1,1)標為 b(0,3)、(1,1,0,1)標為

c(2,0,1)、(1,0,1,1)標為 d(1,0,2)。2 個方塊有 6 種組塊方式，包括(1,1,0,0) (0,1,1,0)(0,0,1,1) 

(1,0,1,0)(0,1,0,1)(1,0,0,1)。1 個方塊 4 種組塊方式，包括(1,0,0,0)(0,1,0,0) (0,0,1,0)(0,0,0,1)。 

表 2 
𝟒 × 𝟒範圍內方塊擺放方法 

4 個方塊—4 種擺法 3 個方塊—4 種擺法 1 個方塊—4 種擺法 

   

   

2 個方塊—6 種擺法 

   

一、十二種次類型的產生與比較分析之組塊決定：以 4321 大類為主，以其他大類為次

輔助比對的理由，以從左到右的逐行比對為主，輔以由上而下的逐列比對。 

(一) 從左到右的逐行比對：4321 大類為主，以其他大類為次輔助比對的理由。 

(二) 由上而下的逐列比對，為二次編碼，是將組塊向右旋轉𝟗𝟎°後得到圖形，便於組內

和組間同形比對，將重複的圖形刪除，保留唯一組塊。 

(三)成形與不成形：刪除無法成形，最後得到 4321 主類型計有 12 次類型。 
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表 3 
組塊成形篩選原則 

不符合4 × 4範圍 組內同形 組間同形 

 

(四)組間比對：二次編碼是將組塊的鏡射、旋轉90°後，各組互相比對，刪除重複組塊， 

 最後得到 190 種組合結果，與[1]之 156 種結果多出 34 個組塊。  

圖 4 
利用對稱軸核對組間同形 

3-3-2-2 組塊 
(3,2)組 

4-4-1-1 組塊 
(4,1)組 

3-3-3-1 組塊 
(3,1)組 

4-2-2-2 組塊 
(4,2)組 

 
表 4 
次類組塊結果 

(3,2)組 (4,1)組 

第 1 類【3322】 

組合總數 576 

第 2 類【3232】 

組合總數 576 

第 1 類【4411】 

組合總數 16 

第 2 類【1414】 

組合總數 16 

第 3 類【3223】 

組合總數 576 

第 4 類【2332】 

組合總數 576 

第 3 類【4114】 

組合總數 16 

第 4 類【1441】 

組合總數 16 

(3,1)組 (4,2)組 

第 1 類【3331】 

組合總數 256 

第 2 類【3133】 

組合總數 256 

第 1 類【4222】 

組合總數 126 

第 2 類【2422】 

組合總數 126 

表 5 
(4,3,2,1)組次類與組塊數量 

次類 A 類 B C D E F 

編碼 4321 4231 4312 4213 4123 4132 

數量 18 23 8 7 6 10 

次類 G H I J K L 

編碼 3421 3412 3241 2431 2341 2413 

數量 18 9 26 27 26 12 

【小結】主類(4,3,2,1)總組合數有 1152 個，比對同形、刪除組內同形與組間同形之後，

計有 12 組 190 個組塊結果，即本研究使用之 BRS。
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伍、研究過程與分析 

一、圖同構—圖與基底互相轉換 

(一)從文獻比對中發現 Crazy Knights 以度序列作為同構檢核工具不夠嚴謹，其 156 張節

點圖檢出無環圖總量 39，刪除 16 張同構圖，餘唯一樹圖 23 張，其中有大量同構如下： 

1. 1 組 7 張圖同構 A9≅B24≅D1≅K2≅M5≅M9≅P1。 

2. 2 組 4 張圖同構 A13≅D6 ≅F4≅M4；A16≅B22≅F6≅L1。  

3. 1 組 3 張圖同構 B10≅D4≅F1。 4. 2 組 2 張圖同構 D7≅B9，N2≅H2。 

圖 5 
Crazy Knights 唯一樹圖對應棋盤 

𝐵𝑇 = 2 𝐵𝑇 = 1 𝐵𝑇 = 1 

   

有環圖檢出數圖總量117，刪除15張同構圖。同構分析有1組 4張圖同構H5≅I2≅M1≅M6。

3 組 3 張圖同構 A7≅A21≅A35；A32≅A19≅B29；A19≅A32≅B29。8 組 2 張圖同構 A30≅A5, 

A34≅A20, B15≅A29, A28≅B18, C5≅C8, B11≅D2, H7≅N1, I1≅M11。有環圖餘 102 張。 

圖 6 

Crazy Knights 唯一環圖對應棋盤 

𝑉𝓀 =1 𝑉𝓀 =2 𝑉𝓀 = 3 

   

【小結】以𝐵𝑇和𝑉𝓀檢核 Crazy Knights，發現樹圖特徵𝑩𝑻 = 𝟏有 4 張；𝑩𝑻 = 𝟐有 11 張；

𝑩𝑻 = 𝟑有2張；環圖特徵𝑽𝑪
𝟒 中 𝑉𝓀 =1有3張；𝑉𝓀 = 2有7張；𝑉𝓀 = 3有10張；𝑉𝓀 = 4有1張；

𝑽𝑪
𝟔 中 𝑉𝓀 =1 有 1 張；𝑉𝓀 = 2有 8 張；𝑉𝓀 = 3有 8 張；𝑉𝓀 = 4有 4 張；𝑉𝓀 = 5有 1 張；𝑽𝑪

𝟖 中 

𝑉𝓀 =1 有 3 張；𝑉𝓀 = 2有 5 張；𝑉𝓀 = 3有 7 張；𝑉𝓀 = 4有 5 張。 

該作品使用之 156 張節點圖事實上僅有 125 張唯一圖。 

(二)本研究以𝐵𝑇和𝑉𝓀同構檢索方式 

 以𝐵𝑇和𝑉𝓀檢核後發現本研究與 Crazy Knights 有數張圖同構，亦即，一種圖可以轉

化為城堡交換↔騎士交換兩種棋盤，例如 B21 ≅ F16，D7 ≅M4, M8，F10 ≅ D4，I16 ≅ A5，

I17 ≅ A4，I21 ≅ F8，H6 ≅ M1, I2。 
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圖 7 

本研究以𝑩𝑻尋找樹唯一圖 

  𝐵𝑇 = 3 𝐵𝑇 = 1 

 

 

  

 異構  同構   

【小結】得到本研究無環圖總量 43，唯一樹圖有 30 個。 

圖 8 

本研究以𝑉𝓀檢核有環圖方法 

𝑉𝓀 =1 𝑉𝓀 =2 𝑉𝓀 = 3 

   

【小結】1. 本研究環圖計有 147 個，比對同構後唯一環圖有 136 個。 

  2.本研究用於不躍子交換唯一圖計有 166 張。 

(三)圖轉化為棋盤的創作 

 Crazy Knights 一張圖可以有多個騎士交換棋盤，在我們的 BRS 也有同樣的發現，

一張圖可以對應多個 BRS 可做為城堡交換棋盤。  

表 6 
圖轉化應用於兩種棋子交換棋盤 

城堡躲貓貓 B20 ≅ Crazy Knights F1, M2 

     

  

   

 

【小結】我們將基底轉換為不躍子交換圖時將樹的分岔點𝐵𝑇與環的分叉點𝑉𝓀分別列出有

利於同構比對篩出唯一 BRS。 
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二、BRS 轉化為圖—判斷交換條件 

 主要組合類型【4-321】總組合數 1152 種結果，將少於 4× 4範圍組塊刪除，剔除不

成形後有 18 次類組塊，分別以英文字母歸為子類。再將所有 BRS 轉化為圖找出特徵。 

A 類【4-321】總組合數，刪除不成形及重複組塊，符合十連方組塊有 18 種。 

 

 

 

 

表 7 
A 組 BRS 圖特徵 

BRS 

編號 𝑉𝑐
𝑚𝑎𝑥 

n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

A 1 8 1,2,5,6 2,3,6,7 5,6,8,9 1,2,5,6,8,9 1,2,3,5,6,7 1,2,3,5,6,7,8,9 5 x 

A 2 8 1,2,5,6 2,3,6,7 5,6,8,9 1,2,5,6,8,9 1,2,3,5,6,8 1,2,3,5,6,7,8,9 5 x 

A 3 8 1,2,5,6 2,3,6,7 6,7,8,9 1,2,3,5,6,7 2,3,67,8,9 1,2,3,5,6,7,8,9 5 x 

A 4 8 1,2,5,6 2,3,6,7 6,7,8,9 1,2,3,5,6,7 2,3,67,8,9 1,2,3,5,6,7,8,9 5 x 

A 5 6 1,2,5,6 2,3,6,7 x 1,2,3,5,6,7 x x 5 x 

A 6 6 1,2,5,6 2,3,6,7 x 1,2,3,5,6,7 x x 4 x 

A 7 6 1,2,5,6 2,3,6,7 x 1,2,3,5,6,7 x x 5 x 

A 8 6 1,2,5,6 2,3,6,7 x 1,2,3,5,6,7 x x 5 x 

A 9 6 1,2,5,6 5,6,8,9 x 1,2,5,6,8,9 x x 4 x 

A 10 6 1,2,5,6 5,6,8,9 x 1,2,5,6,8,9 x x 4 x 

A 11 4 1,2,5,6 x x x x x 3 x 

A 12 4 1,2,5,6 x x x x x 2 x 

A 13 4 1,2,5,6 x x x x x 1 x 
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BRS 

編號 𝑉𝑐
𝑚𝑎𝑥 

n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

A 14 4 1,2,5,6 x x x x x 2 x 

A 15 4 1,2,5,6 x x x x x 2 x 

A 16 4 1,2,5,6 x x x x x 2 x 

A 17 4 1,2,5,6 x x x x x 2 x 

A 18 4 1,2,5,6 x x x x x 2 x 

B 類【4-231】總組合數，刪除不成形及重複組塊，符合十連方組塊有 23 種。 

 

 

 
表 8 
B 組 BRS 圖特徵 

BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

B 1 0 x x x x x x x 0 

B 2 6 1,2,5,6 5,6,7,8 x 1,2,5,6,7,8 x x 4 x 

B 3 6 1,2,5,6 5,6,7,9 x 1,2,5,6,7,8 x x 4 x 

B 4 6 2,3,5,6 5,6,8,9 x 2,3,5,6,8,9 x x 5 x 

B 5 6 2,3,5,6 5,6,8,9 x 2,3,5,6,8,9 x x 5 x 

B 6 6 2,3,5,6 5,6,8,9 x 2,3,5,6,8,9 x x 6 x 

B 7 4 3,4,5,6 x x x x x 2 x 
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BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

B 8 4 3,4,5,6 x x x x x 3 x 

B 9 4 3,4,5,6 x x x x x 3 x 

B 10 8 x x x x x 1,2,3,5,6,7,8,9 2 x 

B 11 8 x x x x x 1,2,3,5,6,7,8,9 2 x 

B 12 8 x x x x x 1,2,3,5,6,7,8,9 2 x 

B 13 0 x x x x x x x 2,8 

B 14 0 x x x x x x x 2,8 

B 15 0 x x x x x x x 2,8 

B 16 0 x x x x x x x 7 

B 17 0 x x x x x x x 8 

B 18 0 x x x x x x x 0 

B 19 0 x x x x x x x 2 

B 20 0 x x x x x x x 2,8 

B 21 0 x x x x x x x 2 

B 22 0 x x x x x x x 7 

B 23 0 x x x x x x x 0 

C 類【4-312】總組合數，符合十連方組塊有 8 種。 

 

 

表 9 
C 組 BRS 圖特徵 

BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

C 1 4 1,2,5,6 x x x x x 1 x 

C 2 6 1,2,5,6 2,3,6,7  1,2,3,5,6,7 x x 3 x 

C 3 6 1,2,5,6 2,3,6,7  1,2,3,5,6,7 x x 3 x 

C 4 6 1,2,5,6 2,3,6,7 x 1,2,3,5,6,7 x x 4 x 

C 5 6 1,2,5,6 2,3,6,7 x 1,2,3,5,6,7 x x 4 x 

C 6 6 1,2,5,6 x x x x x 2 x 

C 7 4 1,2,5,6 x x x x x 2 x 
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BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

C 8 4 1,2,5,6 x x x x x 2 x 

第 4 類【4-213】總組合數，符合十連方組塊有 7 種。 

 

 

表 10 
D 組 BRS 圖特徵 

BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

D 1 0 x x x x x x x 0 

D 2 4 1,2,5,6 x x x x x 3 x 

D 3 4 2,3,5,6 x x x x x 4 x 

D 4 4 2,3,5,6 x x x x x 3 x 

D 5 4 3,4,5,6 x x x x x 2 x 

D 6 0 x x x x x x x 2,9 

D 7 0 x x x x x x x 3 

第 5 類【4-123】總組合數，符合十連方組塊有 6 種。 

 

 

表 11 
E 組 BRS 圖特徵 

BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

E 1 4 6,7,8,9 x x x x x 3 x 

E 2 4 6,7,9,10 x x x x x 3 x 

E 3 4 6,7,9,10 x x x x x 3 x 
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E 4 0 x x x x x x x 3,6 

E 5 0 x x x x x x x 0 

E 6 0 x x x x x x x 3 

第 6 類【4-132】總組合數，符合十連方組塊有 10 種 。 

 
 

表 12 
F 組 BRS 圖特徵 

BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

F 1 4 6,7,9,10 x x x x x 2 x 

F 2 4 6,7,9,10 x x x x x 2 x 

F 3 4 7,8,9,10 x x x x x 2 x 

F 4 4 7,8,9,10 x x x x x 2 x 

F 5 4 7,8,9,10 x x x x x 3 x 

F 6 0 x x x x x x x 0 

F 7 0 x x x x x x x 2,7 

F 8 0 x x x x x x x 3,8 

F 9 0 x x x x x x x 2,7 

F 10 0 x x x x x x x 3,8 

第 7 類【3-421】總組合數，符合十連方組塊有 18 種。 
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表 13 
G 組 BRS 圖特徵 

BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

G 1 4 1,2,4,5 x x x x x 2 x 

G 2 8 1,2,4,5 2,3,5,6 4,5,8,9 1,2,3,4,5,6 1,2,4,5,8,9 1,2,3,4,5,6,8,9 5 x 

G 3 8 1,2,4,5 2,3,5,6 5,6,8,9 1,2,3,4,5,6 2,3,5,6,8,9 1,2,3,4,5,6,8,9 4 x 

G 4 8 1,2,4,5 2,3,5,6 5,6,8,9 1,2,3,4,5,6 2,3,5,6,8,9 1,2,3,4,5,6,8,9 4 x 

G 5 6 1,2,4,5 2,3,5,6 6,7,8,9 1,2,3,4,5,6 x x 4 x 

G 6 6 1,2,4,5 2,3,5,6 6,7,8,9 1,2,3,4,5,6 x x 4 x 

G 7 4 1,2,4,5 x x x x x 3 x 

G 8 6 1,2,4,5 2,3,5,6 x 1,2,3,4,5,6 x x 4 x 

G 9 6 1,2,4,5 2,3,5,6 x 1,2,3,4,5,6 x x 3 x 

G 10 6 1,2,4,5 2,3,5,6 x 1,2,3,4,5,6 x x 3 x 

G 11 6 1,2,4,5 2,3,5,6 x 1,2,3,4,5,6 x x 4 x 

G 12 6 1,2,4,5 2,3,5,6 x 1,2,3,4,5,6 x x 4 x 

G 13 4 1,2,4,5 x x x x x 3 x 

G 14 6 1,2,4,5 5,6,8,9 x 1,2,4,5,8,9 x x 3 x 

G 15 4 1,2,4,5 5,6,8,9 x x x x 3 x 

G 16 4 1,2,4,5 5,6,8,9 x x x x 3 x 

G 17 4 1,2,4,5 6,7,8,9 x x x x 4 x 

G 18 4 1,2,4,5 6,7,8,9 x x x x 4 x 

第 8 類【3-412】總組合數，符合十連方組塊有 9 種。 

 

表 14 
H 組 BRS 圖特徵 

BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

H 1 4 1,2,4,5 x x x x x 2 x 

H 2 4 1,2,4,5 x x x x x 2 x 

H 3 6 1,2,4,5 2,3,5,6 x 1,2,3,4,5,6 x x 3 x 

H 4 6 1,2,4,5 2,3,5,6 x 1,2,3,4,5,6 x x 3 x 
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BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

H 5 6 1,2,4,5 2,3,5,6 x 1,2,3,4,5,6 x x 3 x 

H 6 6 1,2,4,5 2,3,5,6 x 1,2,3,4,5,6 x x 3 x 

H 7 4 1,2,4,5 x x x x x 2 x 

H 8 4 1,2,4,5 x x x x x 1 x 

H 9 4 1,2,4,5 x x x x x 1 x 

I 類【3-241】總組合數，符合十連方組塊有 26 種。 

 

 

  

 
表 15 
I 組 BRS 圖特徵 

BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

I 1 0 x x x x x x x 8 

I 2 0 x x x x x x x 7 

I 3 6 1,2,4,5 4,5,6,7 x 1,2,4,5,6,7 x x 5 x 

I 4 6 1,2,4,5 4,5,6,7 x 1,2,4,5,6,7 x x 4 x 

I 5 6 2,3,4,5 4,5,7,8 x 2,3,4,5,7,8 x x 5 x 

I 6 6 2,3,4,5 4,5,7,8 x 2,3,4,5,7,8 x x 5 x 

I 7 6 2,3,4,5 4,5,7,8 x 2,3,4,5,7,8 x x 5 x 

I 8 6 2,3,4,5 4,5,7,8 x 2,3,4,5,7,8 x x 5 x 

I 9 4 4,5,8,9 x x x x x 2 x 

I 10 4 4,5,8,9 x x x x x 3 x 
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BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

I 11 4 4,5,8,9 x x x x x 2 x 

I 12 4 4,5,8,9 x x x x x 3 x 

I 13 0 x x x x x x x 7,8 

I 14 8 x x x x x 1,2,3,4,5,6,7,8 2 x 

I 15 8 x x x x x 1,2,3,4,5,6,7,8 1 x 

I 16 8 x x x x x 1,2,3,4,5,6,7,8 1 x 

I 17 0 x x x x x x x 2,7 

I 18 0 x x x x x x x 2,7 

I 19 0 x x x x x x x 2,7,8 

I 20 0 x x x x x x x 2,7,9 

I 21 0 x x x x x x x 6 

I 22 0 x x x x x x x 7 

I 23 0 x x x x x x x 8 

I 24 0 x x x x x x x 9 

I 25 0 x x x x x x x 7 

I 26 0 x x x x x x x 7 

J 類【2-431】總組合數，符合十連方組塊有 27 種。 
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表 16 
J 組 BRS 圖特徵 

BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

J 1 4 3,4,7,8 x x x x x 3 x 

J 2 6 3,4,7,8 4,5,8,9 x 3,4,5,7,8,9 x x 5 x 

J 3 8 1,2,3,4 3,4,7,8 4,5,8,9 1,2,3,4,7,8 3,4,5,7,8,9 1,2,3,4,5,7,8,9 5 x 

J 4 6 3,4,7,8 4,5,8,9 
 

3,4,5,7,8,9 x x 4 x 

J 5 6 3,4,7,8 4,5,8,9 x 3,4,5,7,8,9 x x 5 x 

J 6 6 1,2,3,4 3,4,7,8 x 1,2,3,4,7,8 x x 2 x 

J 7 8 1,2,4,5 3,4,7,8 4,5,8,9 1,2,4,5,8,9 3,4,5,7,8,9 1,2,3,4,5,7,8,9 4 x 

J 8 8 1,2,4,5 3,4,7,8 4,5,8,9 1,2,4,5,8,9 3,4,5,7,8,9 1,2,3,4,5,7,8,9 3 x 

J 9 8 1,2,4,5 3,4,7,8 4,5,8,9 1,2,4,5,8,9 3,4,5,7,8,9 1,2,3,4,5,7,8,9 4 x 

J 10 4 1,2,4,5 3,4,7,8 x x x x 3 x 

J 11 4 1,2,4,5 3,4,7,8 x x x x 3 x 

J 12 4 1,2,4,5 3,4,7,8 x x x x 2 x 

J 13 6 1,2,5,6 3,4,7,8 4,5,8,9 3,4,5,7,8,9 x x 4 x 

J 14 6 1,2,5,6 3,4,7,8 4,5,8,9 3,4,5,7,8,9 x x 3 x 

J 15 6 1,2,5,6 3,4,7,8 4,5,8,9 3,4,5,7,8,9 x x 4 x 

J 16 4 1,2,5,6 3,4,7,8 x x x x 4 x 

J 17 4 1,2,5,6 3,4,7,8 x x x x 4 x 

J 18 4 1,2,5,6 3,4,7,8 x x x x 3 x 

J 19 4 3,4,7,8 x x x x x 3 x 

J 20 6 3,4,7,8 4,5,8,9 x 3,4,5,7,8,9 x x 4 x 

J 21 4 3,4,7,8 x x x x x 3 x 

J 22 4 3,4,7,8 x x x x x 4 x 

J 23 4 3,4,7,8 x x x x x 4 x 

J 24 4 3,4,7,8 x x x x x 3 x 

J 25 6 3,4,7,8 4,5,8,9 x 3,4,5,7,8,9 x x 5 x 

J 26 6 3,4,7,8 4,5,8,9 x 3,4,5,7,8,9 x x 3 x 

J 27 6 3,4,7,8 4,5,8,9 x 3,4,5,7,8,9 x x 4 x 

 

K 類【2-341】總組合數，符合十連方組塊有 26 種。 
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表 17 
K 組 BRS 圖特徵 

BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

K 1 4 3,4,6,7 x x x x x 3 x 

K 2 4 3,4,6,7 x x x x x 2 x 

K 3 8 3,4,6,7 1,2,3,4 4,5,7,8 1,2,3,4,6,7 3,4,5,6,7,8 1,2,3,4,5,6,7,8 4 x 

K 4 8 3,4,6,7 1,2,3,4 4,5,7,8 1,2,3,4,6,7 3,4,5,6,7,8 1,2,3,4,5,6,7,8 4 x 

K 5 8 3,4,6,7 1,2,4,5 4,5,7,8 1,2,4,5,7,8 3,4,5,6,7,8 1,2,3,4,5,6,7,8 5 x 

K 6 4 3,4,6,7 x x x x x 3 x 

K 7 8 3,4,6,7 1,2,4,5 4,5,7,8 1,2,4,5,7,8 3,4,5,6,7,8 1,2,3,4,5,6,7,8 4 x 

K 8 8 3,4,6,7 1,2,4,5 4,5,7,8 1,2,4,5,7,8 3,4,5,6,7,8 1,2,3,4,5,6,7,8 4 x 

K 9 6 3,4,6,7 4,5,7,8 x 3,4,5,6,7,8 x x 5 x 

K 10 6 3,4,6,7 4,5,7,8 x 3,4,5,6,7,8 x x 4 x 

K 11 6 3,4,6,7 4,5,7,8 x 3,4,5,6,7,8 x x 4 x 

K 12 6 3,4,6,7 4,5,7,8 x 3,4,5,6,7,8 x x 4 x 

K 13 4 3,4,6,7 x x x x x 2 x 

K 14 6 3,4,6,7 4,5,7,8 x 3,4,5,6,7,8 x x 5 x 

K 15 4 3,4,6,7 x x x x x 3 x 

K 16 6 3,4,6,7 4,5,7,8 x 3,4,5,6,7,8 x x 5 x 

K 17 4 3,4,6,7 x x x x x 2 x 

K 18 4 3,4,6,7 x x x x x 2 x 

K 19 6 3,4,6,7 1,2,3,4 x 1,2,3,4,6,7 x x 4 x 

K 20 6 3,4,6,7 1,2,3,4 x 1,2,3,4,6,7 x x 4 x 

K 21 4 3,4,6,7 x x x x x 3 x 

K 22 4 3,4,6,7 x x x x x 2 x 

K 23 4 3,4,6,7 x x x x x 3 x 

K 24 4 3,4,6,7 x x x x x 3 x 
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BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

K 25 4 3,4,6,7 x x x x x 2 x 

K 26 4 3,4,6,7 x x x x x 2 x 

L 類【2-413】總組合數，符合十連方組塊有 12 種 

 

 

表 18 
L 組 BRS 圖特徵 

BRS 

編號 
𝑉𝑐

𝑚𝑎𝑥 
n Circle(s) Tree 

𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

4 𝑉𝑐
4 𝑉𝑐

6 𝑉𝑐
6 𝑉𝑐

8 𝑉𝓀 𝐵𝑇 

L 1 0 x x x x x x x 3 

L 2 0 x x x x x x x 4,9 

L 3 0 x x x x x x x 5 

L 4 4 1,2,5,6 x x x x x 1 x 

L 5 0 x x x x x x x 4,5,9 

L 6 4 1,2,5,6 x x x x x 3 x 

L 7 0 x x x x x x x 4 

L 8 0 x x x x x x x 4,9 

L 9 0 x x x x x x x 4,5 

L 10 4 1,2,5,6 x x x x x 1 x 

L 11 4 1,2,4,5 x x x x x 2 x 

L 12 4 1,2,3,4 x x x x x 2 x 
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陸、研究結果 

一、圖特徵分析 

(一)圖同構 

1.無環圖：將 BRS 扁平化後有明顯主幹，點之間的關係更清楚，以𝐵𝑇分岔點之有

無判斷，例如𝐵𝑇 = 0有 1 組 5 張 BRS 同構：B-1≅B-18≅B-23≅D-1≅F-6，

B-17≅B-20≅E-5，𝐵𝑇 = 1有 1 組 5 張同構：B19≅I-1≅I-2≅I21≅I22，I-18≅L2≅L8，

如下。 

圖 9 
無環圖同構 

 

 B-1≅ B-23  

 

 
 

I-1 ≅ I-2 
 

 

  

I-18≅ L8 

  

2.有環圖同構：𝑉𝑐
4、𝑉𝑐

6 

𝑉𝑐
4 A-12  

  

C-8 

 

𝑉𝑐
6 C-2 

  

C-3 

 

3.有環圖：𝑉𝑐
8有 22 張，皆異構圖。 

圖 10 

𝑽𝒄
𝟖異構圖 
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(二)凸顯圖特徵方式：以主幹抓取分枝，無環圖分岔點𝐵𝑇型態以 L2, L8 皆是

𝐵𝑇 = 2 ，BRS 改以主幹 2-6-5-4-1-7-9-10 表示，L8 多出十字型。 

圖 11 
圖特徵差異比較 

L-2   L-8 

A-2 

 
 

 

有環圖除了最大環點值之外，分岔點𝑉𝓀型態：𝑉𝑐
8外加(1,1)或 2；𝑉𝑐

6外加(1,1,1,1)、

(1,1,2)、(2,2)三種，𝑉𝑐
4 以環外有無分岔又分為 𝑉𝓀 = 0,1,2，環外 6 點呈直線、分

岔為(1,5)、(1,1,4)、(1,1,1,3)、(2,4)。 



23 
 

二、度序列規律 

(一)無環圖 

 主幹 T 衍生有𝐵𝑇 = 3、𝐵𝑇 = 4兩種狀況，DS= 18。 

表 19 
圖特徵差異比較 

T 與𝐵𝑇的關係 DS 變化 

2× 8 + 1 × 2 = 16 + 2 = 18 
 

(1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1) 

3 × 𝐵𝑇 + 2 × (8 − 2 × 𝐵𝑇) + 1

× (2 + 𝐵𝑇) 

= 3𝐵𝑇 + 16 − 4𝐵𝑇 + 2 + 𝐵𝑇 = 18 

 

(1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 1, 1 ) 

4 × 𝐵𝑇 + 2 × (8 − 3 × 𝐵𝑇) + 1

× (2 + 2 × 𝐵𝑇) 

= 4𝐵𝑇 + 16 − 6𝐵𝑇 + 2 + 2𝐵𝑇 = 18 
 

(1, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 1, 1, 1) 

(二)有環圖 

以任意點起始之最大環規律依據環圖主結構度序列總和來判斷。 

表 20 

有環圖 𝑽𝒄
𝒎與𝑽𝓴的關係 

編
號 Σ of DS 𝑉𝑐

𝑚與𝑉𝓀的關係 DS 變化 

1 8 
 

𝟖 + (10 − 4) × 2 

= 18 + 2 × 1 

= 20 
 

2 16 

 

𝟏𝟔 + (10 − 8) × 2 

= 18 + 2 × 1 

= 20 
 

3 14 

 

𝟏𝟒 + (10 − 6) × 2 

= 18 + 2 × 2 

= 22  

4 16 

 

𝟏𝟔 + (10 − 7) × 2 

= 18 + 2 × 2 

= 22  
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編
號 Σ of DS 𝑉𝑐

𝑚與𝑉𝓀的關係 DS 變化 

5 20 

 

𝟐𝟎 + (10 − 8) × 2 

= 18 + 2 × 3 

= 24  

6 20 

 

𝟐𝟎 + (10 − 8) × 2 

= 18 + 2 × 3 

= 24  

7 18 

 

18+(10-8)×2 

=18+2×2 

=22  

8 20 

 

𝟐𝟎 + (10 − 9) × 2 

= 18 + 2 × 2 

= 22  

9 22 

 

𝟐𝟐 + (10 − 9) × 2 

= 18 + 2 × 3 

= 24 
 

10 24 

 

𝟐𝟒 + (10 − 10) × 2 

= 18 + 2 × 3 

= 24  

11 24 

 

𝟐𝟒 + (10 − 10) × 2 

= 18 + 2 × 3 

= 24  
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柒、交換圖討論 

本節以同一基底說明不躍子、躍子交換和雙防三種交換完成條件及結果。 

一、不躍子的交換 NC Swap：考慮有環圖之分岔點與無環圖之分岔點。 

圖 12 

環圖交換結果 

𝑽𝒄
𝟒 

𝑉𝓀 = 1 1𝑃3𝑀 

 

𝑉𝓀 = 2 2𝑃6𝑀 

 

𝑽𝒄
𝟔 

𝑉𝓀 = 2 2𝑃5𝑀 

 

𝑉𝓀 = 4 3𝑃11𝑀 

 

𝑽𝒄
𝟖 

𝑉𝓀 = 5 4𝑃12𝑀 

 

圖 13 

無環圖交換結果 

𝐵𝑇 = 1 1𝑃3𝑀 
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𝐵𝑇 = 2 2𝑃6𝑀 

 

 

二、躍子的交換 Crossing Swap 

 躍子的交換不管有環圖或無環圖，最多對數之最少步數一定是 4 對 9 步。交

換徒特徵在於出現孤立點，BRS 出現不佔位虛格。 

圖 14 

躍子交換路徑圖與 BRS 對照 

𝑽𝒄
𝟒 

 

𝑉𝑖 = 1 

交換路徑 
W2 3→4，B3 7→3，W3 6→7，B4 9→6，W4 8→9，B2 5→8，

W1 1→5，B1 2→1，W2 4→2 

𝑽𝒄
𝟔 

 

𝑉𝑖 = 1 

交換路徑 
W4 9→4，B4 8→9，W3 7→8，B3 6→7，W2 5→6，B1 1→5，

W1 2→1，B2 3→2，W4 4→3 

 

𝑽𝒄
𝟖 

 

  𝑉𝑖 = 1 

交換路徑 
B2 3→4，W4 10→3，B4 9→10，W3  8→9，B3 6→8，W2 5→6，

B1 1→5，W1 2→1， B2 4→2 

Tree 

 

𝑉𝑖 = 1 
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交換路徑 
B4 10→9，W4 6→10，B3 7→6，W3 5→7，B2 4→5，W2 3→4， 

B1 2→3， W1 1→2， B4 9→1 

【結論】躍子的特徵是產生孤立點，1 ≤ 𝑉𝑖 ≤ 4，最大環點數是 9。 

圖 15 

BRS- J18 以躍子規則交換之路徑示意 

 

 

 

圖 16 

BRS- J18 躍子交換交換路徑圖 

 

W3 6→9；B3 5→6；B2 4→5；W4 8→4；B4 7→8 ； 

W2 3→7；B2 5→3；W1 1→5；B1 2→1；W3 9→2。 
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三、雙防路徑 Non-Attacking Swap 

1.有環圖𝑽𝒄
𝟒的2P8M 

圖 17 

 
 

2. 有環圖𝑽𝒄
𝟔的2P7M 

圖 18 

 

 

3. 有環圖𝑽𝒄
𝟖的2P7M 

圖 19 

 

 

4. 2𝑃7𝑀在無環圖條件下結果 

圖 20 
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圖 21 

BRS-A1 以雙防規則 NA 交換之路徑示意 

 

 

 

圖 22 

BRS- J18 雙防 2 對 7 步交換交換路徑圖 

 

B1 10→3；W1 6→10；B1 3→7；W2 9→8；B2 4→6 ；W2 8→4；B1 7→9。 
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捌、結 論 

一、本研究自創十連方基底計有 12 組 190 種結果。 

二、以𝑉𝓀和𝐵𝑇檢同構圖方法有環圖、無環圖異構圖有 166 張。 

三、不躍子設計 NC 有 12 組基底，最多 4 對數最少步數 12，3 對數最少步數 7，

 2 對數最少步數 5，1 對數最少步數 3。 

四、全部 BRS 都可以採用躍子方式完成，會有第二階的躍子交換圖。 

五、躍子設計 C 一定會產生孤立點，𝑉𝑖 = 1，最大環點數是 9。 

六、躍子設計最多對數之最少步數一定是 4 對 9 步。 

七、雙防設計 NA 會產生孤立點， 1 ≤ 𝑉𝑖 ≤ 4，雙防可躍子，無環圖性質改變，

 全部 BRS 都具有環特徵，3 ≤ 𝑉𝐶
𝑚𝑎𝑥 ≤ 9。 

八、BRS 設計係4 × 4範圍，行列最多只能配置 2 對，雙防路徑 1 對 3 步，最多 2

 對時最少步數是 7 步。 
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