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「三段變速之豬羊變色」的數學模型 
 

摘要 

          在找尋科展題目之際，偶然發現游森棚教授所刊登在科學研習月刊的文章。三段變速之豬

羊變色一文提及，透過給定的遊戲規則，在玩家點選2×2的田字形的有限次數下，使得西洋棋盤

最終的顏色與一開始的顏色剛好互換，進而將情況從3×3、4×4、5×5的遊戲推廣至 M×N 的遊戲。 

             最終，根據一步一步的推論，順利的完成「透過給定的遊戲規則，在玩家點選2×2的田字

形的有限次數下，使得西洋棋盤最終的顏色與一開始的顏色剛好互換」之三段變速之豬羊變色的

通用數學模型。 

壹、前言 

        游森棚教授所刊登在科學研習月刊的文章，「三段變速之豬羊變色」中曾寫道: 

小佟正在電腦玩小遊戲，這個遊戲是這樣玩的:一開始螢幕有一個 n×n 的棋盤，格子用黑色與白色

塗成西洋棋盤的樣式，其中左上角那一格是黑色。 

每一次玩家可以用滑鼠選一個 2×2 的田字形，然後按下滑鼠，被選中的田字形中的格子 

1.如果是白色，就會變成灰色。 

2.如果是灰色，就會變成黑色。 

3.如果是黑色，就會變成白色。 

遊戲的目的是讓棋盤一樣用黑白兩色塗成西洋棋盤的樣式，但是左上角那一格是白色(也就是說與

一開始的顏色剛好互換)，請你幫幫小佟完成3×3、4×4、5×5的遊戲。 

        看似簡單的點選遊戲，卻能夠在一些步驟後，找到能夠完任務的棋盤模組方式。這樣簡單、

純粹的美吸引著我們想要一窺其中奧秘。在一次的課堂討論中，開啟了與我們接下來想要研究的

主題:討論三段變速之豬羊變色的數學模組的一段緣分，進而從3×3、4×4、5×5的示例中，找尋線

索與接續探索關鍵因素。         

        當我們嘗試上述題目後，大家對於答案充滿了好奇，並發想出若干進一步探索的想法。經與

老師共同討論後，期望本研究能順利達成下列目的。 

一、探討「三段變速之豬羊變色」所提的 3×3、4×4、5×5 的遊戲結果。 

二、基於一之探討結果，推論「M × N  棋盤有解」 的數學模型。 

貳、研究設備及器材 

筆、紙、電腦。 

參、研究過程或方法 
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    運用題目所提供示例、窮舉證法和系統歸納相關示例結果，進而尋找各變項之間相互依賴關

係，觀察其規律，形成猜測，更進一步驗證猜測之可行性，並藉由國中數學課程所學，將猜測進

行推論並期待以代數化完備通用的數學形式。 

一、探討「三段變速之豬羊變色」所提的 3×3、4×4、5×5 的遊戲結果。 

        為方便往後討論與觀察，我們將棋盤的位置和顏色(黑、白)、過程中變化的顏色(灰)及操作影

響，進行編碼及定義: 

        一、顏色編碼及棋盤初始狀態、目標狀態:將棋盤顏色轉變過程中呈現的顏色進行編碼，白色    

                為0、灰色為1、黑色為2。以3×3棋盤的初始狀態、目標狀態為例，如下所示: 

初始狀態 目標狀態 

2 0 2 

0 2 0 

2 0 2 

 

0 2 0 

2 0 2 

0 2 0 

 

         二、轉變過程、轉變次數及原始矩陣: 

                各顏色轉變過程及轉變次數: 

                1.白色 0→灰色 1→黑色 2，白色 
 𝑑𝑖𝑗 = 2 黑色，過程中的轉換次數為 𝑑𝑖𝑗=2。 

                2.黑色 2→白色 0，黑色 
 𝑑𝑖𝑗 = 1 白色，過程中的轉換次數為 𝑑𝑖𝑗=1。 

                以 3×3 棋盤為例的轉換需求次數，如下所示:  

1 2 1 

2 1 2 

1 2 1 

                        觀察上述轉換過程，可知每點擊 2×2 田字型一次，區域內的格子狀態就會「+1」。 

               而轉換過程的三種顏色對應編碼及轉換次數呈現週期循環，進一步觀察其數字變化，發 

               現其為以 3 為模數的同餘系統(mod 3)，發現因此接下來的討論是在 mod 3 的情況下進行: 

                0 白色(初始狀態) + 2 (𝑑𝑖𝑗 轉換次數) ≡ 2 黑色(目標狀態)   (mod 3) 
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                2 黑色(初始狀態) + 1 (𝑑𝑖𝑗 轉換次數) ≡ 0 白色(目標狀態)   (mod 3) 

                        以 3×3 棋盤為例，𝐶𝑖𝑗代表第 i 行、第 j 列所在位置的原始矩陣，如下所示: 

𝐶11 𝐶21 𝐶31 

𝐶12 𝐶22 𝐶32 

𝐶13 𝐶23 𝐶33 
 

原始矩陣 

𝑂3×3 = (
𝐶11 𝐶21 𝐶31
𝐶12 𝐶22 𝐶32
𝐶13 𝐶23 𝐶33

) 

         三、初始矩陣、目標矩陣及差值矩陣:                  

初始矩陣 

𝐼3×3 = (
2 0 2
0 2 0
2 0 2

) 

目標矩陣 

𝐺3×3 = (
0 2 0
2 0 2
0 2 0

) 

需求差值矩陣 

𝐷3×3 = 𝐺3×3 − 𝐼3×3 = (
1 2 1
2 1 2
1 2 1

) 

在𝐺3×3 − 𝐼3×3中，以 𝐶11 為例，0–2 = –2 ≡ 1 (mod 3) (需要點 1 次) 

以 𝐶21 為例，2–0 =  2 ≡ 2 (mod 3) (需要點 2 次) 

                          𝑥𝑖𝑗為「左上角位於 (i,j) 的那個 2×2 田字型」被點擊的次數。然點擊順序不影響 

                結果(滿足交換律)，即𝑥11 + 𝑥21 = 𝑥21+𝑥11 ≡ 2 (mod 3)。故只需在意每個 2×2 區域「被 

                點擊次數」。在 3×3 棋盤中，操作影響為 𝑥11、𝑥21、𝑥12、𝑥22 ， 𝑥𝑖𝑗為整數且0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 2 ,  

                 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2}。 

𝐶11 𝐶21 𝐶31 

𝐶12 𝐶22 𝐶32 

𝐶13 𝐶23 𝐶33 

                對照需求矩陣 D 中的方格與操作影響 𝑥𝑖𝑗，可列出以下 9 條方程式: 

                位在角落:                 

𝐶11 (1,1) 所受影響 𝑥11 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3) 𝐶13 (1,3) 所受影響 𝑥12 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3) 

𝐶31 (3,1) 所受影響 𝑥21 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3) 𝐶33 (3,3) 所受影響 𝑥22 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3) 

                位在邊緣:                 

X11 X21 
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𝐶21 (2,1) 所受影響 𝑥11 + 𝑥21 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3) 𝐶12 (1,2) 所受影響 𝑥11 + 𝑥12 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3) 

𝐶32 (3,2) 所受影響 𝑥21 + 𝑥22 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3) 𝐶23 (2,3) 所受影響 𝑥12 + 𝑥22 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3) 

                位在中央: 𝐶22 (2,2) 所受影響 𝑥11 + 𝑥21 + 𝑥12 + 𝑥22 = 4 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3) 

                        經過逐項確認，需求差值矩陣 D 的數值與上述方程式完全吻合，即表示 3×3 棋盤可 

                以透過田字型的操作使得後來棋盤的顏色與一開始的顏色剛好互換，因此 3×3 棋盤有 

                唯一解，就是將左上、右上、左下、右下四個 2×2 的田字型區域，各點擊 1 次。 

                         𝑥𝑖𝑗為「左上角位於 (i,j) 的那個 2×2 田字型」被點擊的次數。在 4×4、5×5 棋盤中， 

操作影響為 𝑥𝑖𝑗、𝑥ℎ𝑘，𝑥𝑖𝑗、𝑥ℎ𝑘為整數且0 ≤ 𝑥𝑖𝑗、𝑥ℎ𝑘 ≤ 2,𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,3}、ℎ, 𝑘 ∈ {1,2,3,4}。 

 

𝐶11 𝐶21 𝐶31 𝐶41 

𝐶12 𝐶22 𝐶32 𝐶42 

𝐶13 𝐶23 𝐶33 𝐶43 

𝐶14 𝐶24 𝐶34 𝐶44 

 

𝐶11 𝐶21 𝐶31 𝐶41 𝐶51 

𝐶12 𝐶22 𝐶32 𝐶42 𝐶52 

𝐶13 𝐶23 𝐶33 𝐶43 𝐶53 

𝐶14 𝐶24 𝐶34 𝐶44 𝐶54 

𝐶15 𝐶25 𝐶35 𝐶45 𝐶55 
 

          接下來，4×4及5×5棋盤的相關討論如下:                         

4×4棋盤 5×5棋盤 

初始矩陣 

𝐼4×4 = (

2 0
0 2

2 0
0 2

2 0
0 2

2 0
0 2

) 

初始矩陣 

𝐼5×5 =

(

 
 

2 0
0 2

2 0 2
0 2 0

2 0
0 2
2 0

2 0 2
0 2 0
2 0 2)

 
 

 

目標矩陣 

𝐺4×4 = (

0 2
2 0

0 2
2 0

0 2
2 0

0 2
2 0

) 

目標矩陣 

𝐺5×5 =

(

 
 

0 2
2 0

0 2 0
2 0 2

0 2
2 0
0 2

0 2 0
2 0 2
0 2 0)

 
 

 

 

4×4棋盤 5×5棋盤 

X11 X21 X31 X11 X21 X31 X41 
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需求差值矩陣 

𝐷4×4 = 𝐺4×4 − 𝐼4×4 = (

1 2
2 1

1 2
2 1

1 2
2 1

1 2
2 1

) 

需求差值矩陣 

𝐷5×5 = 𝐺5×5 − 𝐼5×5 =

(

 
 

1 2
2 1

1 2 1
2 1 2

1 2
2 1
1 2

1 2 1
2 1 2
1 2 1)

 
 

 

對照需求矩陣 D 中的方格與操作影響 𝑥𝑖𝑗，可列出以下各 16 及 25 條方程式: 

位在角落     4×4棋盤  (𝑚𝑜𝑑 3) 5×5棋盤  (𝑚𝑜𝑑 3) 

𝐶11 (1,1) 所受影響 𝑥11 ≡ 1 𝐶11 (1,1) 所受影響 𝑥11 ≡ 1 

𝐶41 (4,1) 所受影響 𝑥31 ≡ 2 𝐶51 (3,1) 所受影響 𝑥41 ≡ 1 

𝐶14 (1,4) 所受影響 𝑥13 ≡ 2 𝐶15 (1,3) 所受影響 𝑥14 ≡ 1 

𝐶44 (4,4) 所受影響 𝑥33 ≡ 1 𝐶55 (3,3) 所受影響 𝑥44 ≡ 1 

 

位在邊緣4×4棋盤  (𝑚𝑜𝑑 3) 5×5棋盤  (𝑚𝑜𝑑 3) 

𝐶21(2,1)所受影響𝑥11 + 𝑥21 ≡ 2 𝐶21(2,1)所受影響𝑥11 + 𝑥21 ≡ 2 𝐶12(1,2)所受影響𝑥11 + 𝑥12 ≡ 2 

𝐶31(3,1)所受影響𝑥21 + 𝑥31 ≢ 1 𝐶31(3,1)所受影響𝑥21 + 𝑥31 ≡ 1 𝐶13(1,3)所受影響𝑥12 + 𝑥13 ≡ 1 

𝐶12(1,2)所受影響𝑥11 + 𝑥12 ≡ 2 𝐶41(4,1)所受影響𝑥31 + 𝑥41 ≢ 2 𝐶14(1,4)所受影響𝑥13 + 𝑥14 ≢ 2 

𝐶13(1,3)所受影響𝑥12 + 𝑥13 ≢ 1 𝐶25(2,5)所受影響𝑥14 + 𝑥24 ≡ 2 𝐶52(5,2)所受影響𝑥41 + 𝑥51 ≡ 2 

𝐶42(4,2)所受影響𝑥31 + 𝑥32 ≡ 1 𝐶35(3,5)所受影響𝑥24 + 𝑥34 ≡ 1 𝐶53(5,3)所受影響𝑥42 + 𝑥52 ≡ 1 

𝐶43(4,3)所受影響𝑥42 + 𝑥43 ≢ 2 𝐶45(4,5)所受影響𝑥34 + 𝑥44 ≢ 2 𝐶54(5,4)所受影響𝑥43 + 𝑥53 ≢ 2 

𝐶24(2,4)所受影響𝑥13 + 𝑥23 ≡ 1   

𝐶34(3,4)所受影響𝑥23 + 𝑥33 ≢ 2   
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位在中央            4×4棋盤  (𝑚𝑜𝑑 3) 5×5棋盤  (𝑚𝑜𝑑 3) 

𝐶22(2,2)所受影響𝑥11 + 𝑥21 + 𝑥12 + 𝑥22 = 4 ≡ 1 𝐶22(2,2)所受影響𝑥11 + 𝑥21 + 𝑥12 + 𝑥22 = 4 ≡ 1 

𝐶32(3,2)所受影響𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥31 + 𝑥32 = 6 ≢ 2 𝐶32(3,2)所受影響𝑥21 + 𝑥31 + 𝑥22 + 𝑥32 = 2 ≡ 2 

𝐶23(2,3)所受影響𝑥12 + 𝑥22 + 𝑥13 + 𝑥23 = 6 ≢ 2 𝐶42(4,2)所受影響𝑥31 + 𝑥41 + 𝑥32 + 𝑥42 = 2 ≢ 1 

𝐶33(3,3)所受影響𝑥11 + 𝑥21 + 𝑥12 + 𝑥22 = 6 ≢ 1 𝐶23(2,3)所受影響𝑥12 + 𝑥22 + 𝑥13 + 𝑥23 = 2 ≡ 2 

 𝐶33(3,3)所受影響𝑥22 + 𝑥32 + 𝑥23 + 𝑥33 = 1 ≡ 1 

 𝐶43(4,3)所受影響𝑥32 + 𝑥42 + 𝑥33 + 𝑥43 = 1 ≢ 2 

 𝐶24(2,4)所受影響𝑥13 + 𝑥23 + 𝑥14 + 𝑥24 = 2 ≢ 1 

 𝐶34(3,4)所受影響𝑥23 + 𝑥33 + 𝑥24 + 𝑥34 = 1 ≢ 2 

 𝐶44(4,4)所受影響𝑥33 + 𝑥43 + 𝑥34 + 𝑥44 = 1 ≡ 1 

經過逐項確認，4×4、5×5 需求差值矩陣 D 的數值與上述方程式並不吻合，即表示 

4×4、5×5 棋盤無法透過田字型的操作使得後來棋盤的顏色與一開始的顏色剛好互換，因 

此 4×4、5×5 棋盤無解。觀察 3×3、4×4、5×5 棋盤的需求差值矩陣 D，第一列加總在 

mod 3 有以下的特性: 

3×3棋盤 4×4棋盤 5×5棋盤 

𝐷3×3 

= 𝐺3×3 − 𝐼3×3 

= (
1 2 1
2 1 2
1 2 1

) 

𝐷4×4 

= 𝐺4×4 − 𝐼4×4 

= (

1 2
2 1

1 2
2 1

1 2
2 1

1 2
2 1

) 

𝐷5×5 

= 𝐺5×5 − 𝐼5×5 

=

(

 
 

1 2
2 1

1 2 1
2 1 2

1 2
2 1
1 2

1 2 1
2 1 2
1 2 1)

 
 

 

唯一解 無解 無解 

1+(–2)+1=0≡ 0 1+(–2)+1+(–2)= –2 ≡ 1 1+(–2)+1+(–2)+1= –1 ≡ 2 
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6×6棋盤 

𝐷6×6 = 𝐺6×6 − 𝐼6×6 =

(

  
 

1 2 1
2 1 2
1 2 1

2 1 2
1 2 1
2 1 2

2 1 2
1 2 1
2 1 2

1 2 1
2 1 2
1 2 1)

  
 

 

位在角落      6×6 棋盤  (𝑚𝑜𝑑 3) 

𝐶11 (1,1) 所受影響 𝑥11 ≡ 1 𝐶15 (1,5) 所受影響 𝑥15 ≡ 2 

𝐶51 (5,1) 所受影響 𝑥51 ≡ 2 𝐶55 (5,5) 所受影響 𝑥55 ≡ 1 

位在邊緣 6×6 棋盤  (𝑚𝑜𝑑 3) 

𝐶21(2,1)所受影響𝑥11 + 𝑥21 ≡ 2 𝐶26(2,6)所受影響𝑥15 + 𝑥16 ≡ 1 

𝐶31(3,1)所受影響𝑥21 + 𝑥31 ≡ 1 𝐶36(3,6)所受影響𝑥25 + 𝑥26 ≡ 2 

𝐶41(4,1)所受影響𝑥31 + 𝑥41 ≡ 2 𝐶46(4,6)所受影響𝑥35 + 𝑥36 ≡ 1 

𝐶51(5,1)所受影響𝑥41 + 𝑥51 ≡ 1 𝐶56(5,6)所受影響𝑥45 + 𝑥46 ≡ 2 

𝐶12(1,2)所受影響𝑥11 + 𝑥12 ≡ 2 𝐶62(1,2)所受影響𝑥51 + 𝑥52 ≡ 1 

𝐶13(1,3)所受影響𝑥12 + 𝑥13 ≡ 1 𝐶63(1,3)所受影響𝑥52 + 𝑥53 ≡ 2 

𝐶14(1,4)所受影響𝑥13 + 𝑥14 ≡ 2 𝐶64(1,4)所受影響𝑥53 + 𝑥54 ≡ 1 

𝐶15(1,5)所受影響𝑥14 + 𝑥15 ≡ 1 𝐶65(1,5)所受影響𝑥54 + 𝑥55 ≡ 2 

位在中央 6×6 棋盤  (𝑚𝑜𝑑 3) 

𝐶22所受影響𝑥11 + 𝑥21 + 𝑥12 + 𝑥22 ≡ 1 𝐶24所受影響𝑥13 + 𝑥14 + 𝑥23 + 𝑥24 ≡ 1 

𝐶32所受影響𝑥21 + 𝑥31 + 𝑥22 + 𝑥32 ≡ 2 𝐶34所受影響𝑥23 + 𝑥24 + 𝑥33 + 𝑥34 ≡ 2 

𝐶42所受影響𝑥31 + 𝑥41 + 𝑥32 + 𝑥42 ≡ 1 𝐶44所受影響𝑥33 + 𝑥34 + 𝑥43 + 𝑥44 ≡ 1 

𝐶52所受影響𝑥41 + 𝑥51 + 𝑥42 + 𝑥52 ≡ 2 𝐶54所受影響𝑥43 + 𝑥53 + 𝑥44 + 𝑥54 ≡ 2 

𝐶23所受影響𝑥12 + 𝑥13 + 𝑥22 + 𝑥23 ≡ 2 𝐶25所受影響𝑥14 + 𝑥24 + 𝑥15 + 𝑥25 ≡ 2 

𝐶33所受影響𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥32 + 𝑥33 ≡ 1 𝐶35所受影響𝑥24 + 𝑥34 + 𝑥25 + 𝑥35 ≡ 1 

𝐶43所受影響𝑥32 + 𝑥33 + 𝑥42 + 𝑥43 ≡ 2 𝐶45所受影響𝑥34 + 𝑥44 + 𝑥35 + 𝑥45 ≡ 2 

𝐶53所受影響𝑥42 + 𝑥52 + 𝑥43 + 𝑥53 ≡ 1 𝐶55所受影響𝑥44 + 𝑥54 + 𝑥45 + 𝑥55 ≡ 1 

                         藉由驗證至6 × 6 棋盤，接下來藉由以下證明，N × N  棋盤有解  ⇔ N≡0 mod 3 
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二、基於一之探討結果，推論「M × N  棋盤有解」 的數學模型。 

定理一：模 3 可解性定理 (Mod 3 Solvability Theorem) 

                               對於任意 N × N 的棋盤，本遊戲有解的充要條件為 N 必須是 3 的倍數。 

N × N  棋盤有解  ⇔ N≡0 mod 3 

Proof:     一、N≡0 mod 3  ⇒ N × N  棋盤有解 

步驟一、根據前面討論，已知 3 × 3 棋盤的初始矩陣及目標矩陣 

初始矩陣 

𝐼3×3 = (
2 0 2
0 2 0
2 0 2

) 

目標矩陣 

𝐺3×3 = (
0 2 0
2 0 2
0 2 0

) 

需求差值矩陣為： 

𝐷3×3 = 𝐺3×3 − 𝐼3×3 = (
1 2 1
2 1 2
1 2 1

) 

                       並已經證明其擁有唯一解：將四個 2 × 2 的田字型區域，各點擊 1 次（即𝑥11 = 𝑥21 = 

                           𝑥12 = 𝑥22 = 1）。接下來將上述初始矩陣及目標矩陣互換，得: 

初始矩陣 

𝐼3×3
′ = (

0 2 0
2 0 2
0 2 0

) 

目標矩陣 

𝐺3×3
′ = (

2 0 2
0 2 0
2 0 2

) 

需求差值矩陣 

𝐷3×3
′ = 𝐺3×3

′ − 𝐼3×3
′ = (

2 1 2
1 2 1
2 1 2

)=2∙ (
1 2 1
2 1 2
1 2 1

) 

                       將四個 2 × 2 的田字型區域，各點擊 2 次（即𝑥11 = 𝑥21 = 𝑥12 = 𝑥22 = 2）即符合上 

述差值需求矩陣𝐷3×3
′ 。 

               步驟二、令 N = 3k（k∈ Ν），N × N  棋盤有解。 

               步驟三、令𝑁′ = 3(k+1)（k∈ Ν），證明  𝑁′ × 𝑁′ 棋盤有解。                              

𝐷3(𝑘+1)×3(𝑘+1) = (
𝐷3𝑘×3𝑘 𝑅3𝑘×3
𝐶3×3𝑘 𝐸3×3

) 
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    我們將邊長為 3(k+1) 的目標需求差值矩陣 𝐷3(𝑘+1)×3(𝑘+1)，利用分塊矩陣的概 

念，切割成以下四大部分並進行討論： 

 

𝐷3(𝑘+1)×3(𝑘+1) =

(

 
 
 
 

𝐷3𝑘×3𝑘

𝑅3𝑘×3 1
𝑅3𝑘×3 2
𝑅3𝑘×3 3
⋮

𝑅3𝑘×3 𝑘
𝐶3×3𝑘1 𝐶3×3𝑘2 𝐶3×3𝑘3 ⋯ 𝐶3×3𝑘 𝐸3×3 )

 
 
 
 

 

                          (一)左上角 𝐷3𝑘×3𝑘 矩陣：  

                                        根據步驟二的假設，原本 N = 3k（k∈ Ν），N × N  棋盤的需求差值矩陣， 

                                 可透過四個 2 × 2 的田字型區域的操作，必定存在一組操作策略能將其順利轉 

                                 換，即 N = 3k（k∈ Ν），N × N  棋盤有解。 

              (二)右側 𝑅3𝑘×3 矩陣及下方 𝐶3×3𝑘 矩陣：  

                             可進一步將𝑅3𝑘×3矩陣分割為 k 個獨立的 3×3 區塊矩陣，第 1 個 3×3 矩陣 

                        為(𝑅3𝑘×3)1、第 2 個 3×3 矩陣為(𝑅3𝑘×3)2、…、第 k 個 3×3 矩陣為(𝑅3𝑘×3)𝑘， 

共 k 個，根據步驟一，上述 k 個獨立的 3×3 區塊矩陣皆有解，故𝑅3𝑘×3矩陣有 

解。 

                              同理，𝐶3×3𝑘 矩陣亦可分割為 k 個獨立的 3×3 區塊矩陣，第 1 個 3×3 矩陣 

為(𝐶3𝑘×3)1、第 2 個 3×3 矩陣為(𝐶3𝑘×3)2、…、第 k 個 3×3 矩陣為 

(𝑅3𝑘×3)𝑘，共 k 個，根據步驟一，上述 k 個獨立的 3×3 區塊矩陣皆有解，故 

𝐶3𝑘×3矩陣有解。 

             (三)右下角 𝐸3×3： 恰好為 1 個獨立的 3×3 區塊。 

                                        根據步驟一，原本 N = 3k（k∈ Ν），N × N  棋盤的需求差值矩陣， 

                                 可透過四個 2 × 2 的田字型區域的操作，必定存在一組操作策略能將其順利轉 

                                 換，即 N = 3k（k∈ Ν），N × N  棋盤有解。 
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                                  綜合上述(一)、(二)、(三)，𝑁′ = 3(k+1)（k∈ Ν），證明  𝑁′ × 𝑁′ 棋盤有解。 

                           二、N × N  棋盤有解 ⇒  N≡0 mod 3   

                                  ∃  N=3k+1 或 N=3k+2，N × N  棋盤有解 

                                   根據數學歸納法可得到，∀ N=3k+1 或 N=3k+2，N × N  棋盤有解。 

                 根據 𝐷4×4 = 𝐺4×4 − 𝐼4×4=(

1 2
2 1

1 2
2 1

1 2
2 1

1 2
2 1

) 及 𝐷5×5 = 𝐺5×5 − 𝐼5×5=

(

 
 

1 2
2 1

1 2 1
2 1 2

1 2
2 1
1 2

1 2 1
2 1 2
1 2 1)

 
 

 

                                   結果，可知 4×4 棋盤及 5×5 棋盤無解。→← 

                                     則若 N × N  棋盤有解 ⇒  N≡0 mod 3 。 

                          根據上述一、二、可知，N × N  棋盤有解  ⇔ N≡0 mod 3 

性質一： 

                               對於任意 M × N 的棋盤，本遊戲有解的充要條件為 N 必須是 3 的倍數。 

M × N  棋盤有解  ⇔ M≡0 mod 3 且 N≡0 mod 3 

Proof:     根據定理一，∃ M × N  棋盤有解，M=3h、N=3k，h、k𝝐ℕ，故無論正方形或長 

              方形棋盤，如棋盤有解，長、寬皆為 3 的倍數。 

肆、研究結果 

綜觀上述兩個探索活動之主要研究結果，可統整如下: 

 一、經由實作、列表、統整及尋找規律性，發現「三段變速之豬羊變色」所提的 3×3、4×4、5×5     

         的遊戲結果。 

 二、基於一之探討結果，推論「M × N  棋盤有解」 的數學模型。 

伍、討論 

          回顧本研究過程中所使用的研究方法，透過簡化問題、窮舉證法、系統性列表統整有關實作

結果、尋求有關變項之間的規律性-形成猜測的解題策略。並且進一步運用代數化推演與論證的過

程中，則經常運用了國中數學所學的代數式四則運算、聯立方程式、函數等的方法；此外，我們

也將在下列結論中，運用最近所學的函數概念來表達本研究之主要成果。顯然在參與科展的過程

中，不僅可體驗探究活動的甘苦與成功樂趣，也從不同面向豐富我們在國中小所學的數學內涵。 
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陸、結論 

以函數觀點表示本研究之主要成果 

        為了彰顯本研究標題「討論三段變速之豬羊變色的數學模組」之具體意涵，以下將以我們這

學期所學的「函數」觀點，來表示本研究之主要成果： 

         𝑥𝑖𝑗為「左上角位於 (i,j) 的那個 2×2 田字型」被點擊的次數，需求差值矩陣𝐷𝑚×𝑛、目標矩陣 

𝐺𝑚×𝑛、初始矩陣𝐼𝑚×𝑛 關係如下: 

𝐷𝑚×𝑛 = 𝑓(𝑚, 𝑛) = 𝐺𝑚×𝑛 − 𝐼𝑚×𝑛 

                                                          ∑ 𝑥𝑖𝑗𝑖,𝑗 = 𝑔(𝑚, 𝑛) , 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑚、1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 

如以下關係成立，則 M × N  棋盤有解 

𝑓(𝑚, 𝑛)=𝑔(𝑚, 𝑛) 

此時，M=3h、N=3k，h、k𝝐ℕ。 
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