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      藝數之美~~~~形中有形 

摘要 
此研究是針對任意三角形各邊頂點，與對邊等分點連線所形成之小三角形與原 

三角形面積之比例關係。利用△相似形之性質與定理，求得三邊等分點所形成

△面積與原△面積的比例關係，依此法對各邊長做比例上的變化，進一步追尋

通則公式。再推廣至立體空間，藉由 3D 列印將抽象概念與實際立體結合，激

發出令人讚嘆的火花。 

 

壹、 研究動機 

國立台灣科教館歷屆參展作品的資料中，發現很熱門的主題之一”莫利定

理”。”將△三內角作三分線，靠近公共邊三分線的三個交點，可形成一個正

△。這定理似乎與老師在課堂上曾經提過的一道補充題目：’正△將各邊三等

分點，且由三頂點依序連接下一邊的第一等分點，所形成之三角形亦是正

△。”頗為雷同；於是大伙兒突發奇想，立即詢問老師，是否可轉換方向，從

角度切換成長度，尤其是各頂點依逆(順)時針方向連接鄰邊的等分點，連線所

形成交點共有三交點所構成之三角形與原三角形是否有相對性？ 

 

貳、 研究目的 

一、 探討△在不同比例下，各頂點與等分點連線之交點，依序連接交點所形

成小△，觀察特性及其與原△之比例關係，並證明。 

二、 探討正方形在不同比例下，各頂點與等分點連線之交點，依序連接交點

所形成小正方形，觀察特性及其與原正方形之比例關係，並加以證明。 

三、 探討平行四邊形在不同比例下，各頂點與等分點連線之交點，依序連接

交點所形成小平行四邊形，觀察特性及其與原平行四邊形之比例關係，

並加以證明。 

四、 探討正五邊形、正六邊形在不同比例下，各頂點與等分點連線之交點，

依序連接交點所形成小正五邊形、小正六邊形，觀察特性及其與原正五

邊形、正六邊形之比例關係，並加以證明。 

五、 探討正 n 邊形在不同比例下，各頂點與等分點連線之交點，依序連接交

點所形成小正 n 邊形，觀察特性及其與原正 n 邊形之比例關係，並加以

證明。 
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六、 正立方體各邊比例為 1:1 的依規則所形成的小正方形， 

     利用上下、左右、前後貫穿所形成立體圖形與原正立方體 

之體積比例關係，並加以證明。  

 

參、 研究設備及器材 

 紙、筆、GSP 繪圖軟體、電腦、123D Design、sketcup up 2019 

       3D 列印 

 

肆、 研究過程 

頂點與各等分點連線所形成交點之圖形和原圖形面積之比較規 

則如下: 

(一) 第一頂點與對邊第一等分點連線，第二頂點與對邊第一 

      等分點連線，兩線有第一交點，依序形成第二、三交點， 

      並連接三交點成一小△，與原三角形面積比例關係。 

(二) 第一頂點與對邊第一等分點連線，第二頂點與對邊第二 

      等分點連線，兩線有第一交點，依序形成第二、三交點， 

      並連接三交點成一小△，與原三角形面積比例關係。 

(三) 第一頂點與對邊第二等分點連線，第二頂點與對邊第二 

      等分點連線，兩線有第一交點，依序形成第二、三交點， 

      並連接三交點成一小△，與原三角形面積比例關係。 

  

 

一.各邊比例均為 a:b:c 之三角形 

     (一) 

 
在△ABC 中依據孟氏定理  
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D E
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         得到公式 △PQR:△ABC 

                = ))((:)2)(( 22 cbacbaacbcba ++++−+++              

                    = )()(:)( 22 cbacbaacb ++++−+  

     PS.a=b+c→重心無法形成小三角形 

 (二)  
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       2.a =b+c 

 
    在△ACD 中依據孟氏定理 

     cbRCGR 3:2: =      )32(:2:: cbbACPRGCGR +==
 

        得到公式△PQR:△ABC 
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(三) 

 

 

  

 

    同(一)得到公式△PQR:△ABC= )()(:)( 22 cbabaccba ++++−+  

   二.各邊比例均為 1:b:c 之正方形 

     (一)  

 

 

       

           在△ABE 中依據母子相似定理 
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   1:)1(: 2cbGEAG ++=  

    )1(:)1(: 2 bcbQEAQ +++=  

    

1)1)((:)1(: ++++++= cbcbcbFEAF  
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       ∴經由(1)得到公式□PQRS:□ABCD 
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(三)  

 

 

 

              同(一) ∴得到公式□LMNO:□ABCD 

                   = 222 )1()1(: bcbc ++++  

 

三.各邊比例均為 1:b:c 之平行四邊形 

    (一)  
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     )1(:)1(: 2 bcbQEAQ +++=  
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        ∴經由(1)得到公式□PQRS:□ABCD 

= ( )
1:

11

)(
]

))(1()1)((

))(1(

))(1()1)((

)1)((

2

1
41[

2

2

22

2

+++

+


++++++

−++


++++++

++++
−

cb

cb

cbbcbcb

ccbb

cbbcbcb

ccbcb  

    (三) 
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四.各邊比例均為 1:b:c 之正五邊形 
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=
22

)1(:21 cbBB ++  

 

(三) 

A5

B1

A2 A1

A3

A4

C3

D3

C2

D2

D1

C1

B2
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設 

n
bcbbcbrCA


=++++++++==

360
,cos)1()1(2)1()1(22 22   

       ∵△A2B1C1~△A2A3C2      ∴
22

12

23

11

32

12

CA

CA

CA

CB

AA

BA
==  

          
1

11

)1(

121 CB

cb

BA

r
=

++
=   →

r
CB

r

cb
BA

1
11,

)1(
12 =

++
=  

          
)1()1(

)1( 1112

b

CB

cb

BA

r

b

+
=

++
=

+
   

→
r

b
CB

r

cbb
BA

2

1212

)1(
,

)1)(1( +
=

+++
=  

          
r

cbbr

r

b

r

cbb
rBB

)22)(1()1()1)(1( 22

21

+++−
=

+
−

+++
−=  

          得到公式正 n 邊形 B1B2…Bn : 正 n 邊形 A1A2…An 

        =
22

2

)1(:]
)22)(1(

[ cb
r

cbbr
++

+++−
 

  

 七.綜合整理表格(多邊形各邊比例均為 1:1:1) 

 多邊形 面積比例       公  式 比值  GSP 比

值  

任意三角形(1)  1:7 12 :12 +(1+1)×(1+1+1) 0.14 0.16 

任意三角形(2)  1:25 公式(1) 0.04 0.04 

任意三角形(3)  1:7 (1+1-1)2 :12 +(1+1)×(1+1+1) 0.14 0.16 

正方形(1)  4:10 
1)111(:)11( 22 ++++  

 0.40  0.39 

正方形(2)  37:121 公式(2)  0.31  0.30 

A5

B1

A2 A1

A3

A4

C2

C1

B2
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正方形(3)  1:13 222 )11()111(:1 ++++  
 0.08  0.08 

平行四邊形(1)  4:10 
1)111(:)11( 22 ++++  

 0.40  0.39 

平行四邊形(2)  37:121 公式(2)  0.31  0.30 

平行四邊形(3)  1:13 222 )11()111(:1 ++++  
 0.08  0.08 

正五邊形(1)  5.20:9 
22

2

)111(:)
4

( ++
−

r

r
 

 0.58  0.59 

正五邊形(2)  4.69:9 公式(3)  0.52  0.53 

正五邊形(3)  2.69:9 
22

2

)111(:)
10

( ++
−

r

r
 

 0.30  0.30 

正六邊形(1)  6.23:9 
22

2

)111(:)
4

( ++
−

r

r
 

 0.69  0.69 

正六邊形(2)  5.89:9 公式(3)  0.65  0.66 

正六邊形(3)  4.26:9 
22

2

)111(:)
10

( ++
−

r

r
 

 0.47  0.47 

 

備註： 

1.公式(1)  
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2

(2222
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cbaabbaacbc
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2.公式(2) 
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1
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cbbcbcb
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+
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−

3.公式(3)    

2
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2
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2

222

2
2

222
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)1(:cos}
])1([

)1)(1()1(
{}

])1([

])1([)1)(1(
{2

}
])1([

)1)(1()1(
{}

])1([

])1([)1)(1(
{
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brbr

cbbr

r

b
r

brbr

brb

r

cbb

brbr

cbbr

r

b
r

brbr

brb
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+−+

+++
−

+
−

+−+

+−


+++
−

+−+

+++
−

+
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+−+
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※正 n 邊形(1) n
r


=+==

360
,cos610 

；正 n 邊形(2)(3)
 

n
r


=+==

360
,cos1213   

4.附圖(一)~圖(十五) 
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附圖一

PQR面積 ( )

ABC面積 ( )
 = 0.16

PQR面積  = 2.15 公分2

ABC面積  = 13.77 公分2

P

R

Q

B C

A

D E

N

附圖二

PQR面積 ( )

ABC面積 ( )
 = 0.04

ABC面積  = 13.77 公分2

PQR面積  = 0.56 公分2

K

M

R

Q

P

B C

A

D E

附圖三

PQR面積 ( )

ABC面積 ( )
 = 0.16

PQR面積  = 2.15 公分2

ABC面積  = 13.77 公分2

Q

P

R

B C

A

D E
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附圖四

PQRS面積 ( )

ABCD面積 ( )
 = 0.39

PQRS面積  = 14.15 公分2

ABCD面積  = 35.82 公分2

S

R

Q

P

D

B C

A

E

附圖五

PQRS面積 ( )

ABCD面積 ( )
 = 0.30

ABCD面積  = 35.82 公分2

PQRS面積  = 10.79 公分2

I

H

G

F

S

RQ

P

D

B C

A

E

附圖六

PQRS面積 ( )

ABCD面積 ( )
 = 0.08

PQRS面積  = 2.72 公分2

ABCD面積  = 35.82 公分2

S

R

Q

P

D

B C

A

E
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附圖七

PQRS面積   = 14.82 公分 2

PQRS面積  ( )

ABCD面積  ( )
 = 0.40

ABCD面積   = 37.07 公分 2

S

R
Q

P

B CE

A D

附圖八

PQRS面積 ( )

ABCD面積 ( )
 = 0.31

ABCD面積  = 37.07 公分2

PQRS面積  = 11.33 公分2

I

H

G

F P S

RQ

B CE

A D

附圖九

PQRS面積   = 2.85 公分 2

ABCD面積   = 37.07 公分 2

PQRS面積 ( )

ABCD面積 ( )
 = 0.08

S

R

Q

P

B CE

A D
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附圖十

10+6cos 72( )( )-4

10+6cos 72( )( )0.5

2

9
 = 0.58

10+6cos 72( )( )-4

10+6cos 72( )( )0.5

2

 = 5.20
10+6cos 72( )( )-4

10+6cos 72( )( )0.5
 = 2.28

10+6cos 72( ) = 11.8510+6cos 72( )( )0.5 = 3.44

PQRST面積 ( )

ABCDE面積 ( )
 = 0.59

ABCDE面積  = 63.83 公分2

PQRST面積  = 37.39 公分2

T

S

R

Q

P

A B

CE

D

F

G

G

附圖十一

13+12cos 72( )( )-1( ) 13+12cos 72( )( )-8( )

13+12cos 72( )( )0.5

13+12cos 72( )( )-2

2

+
3 13+12cos 72( )( )-4( )

13+12cos 72( )( )0.5 13+12cos 72( )( )-2( )

2( )-2

13+12cos 72( )( )-1( ) 13+12cos 72( )( )-8( )

13+12cos 72( )( )0.5

13+12cos 72( )( )-2


3 13+12cos 72( )( )-4( )

13+12cos 72( )( )0.5 13+12cos 72( )( )-2( )
cos 72( )( )

32
 = 0.52

13+12cos 72( )( )-1( ) 13+12cos 72( )( )-8( )

13+12cos 72( )( )0.5

13+12cos 72( )( )-2

2

+
3 13+12cos 72( )( )-4( )

13+12cos 72( )( )0.5 13+12cos 72( )( )-2( )

2( )-2

13+12cos 72( )( )-1( ) 13+12cos 72( )( )-8( )

13+12cos 72( )( )0.5

13+12cos 72( )( )-2


3 13+12cos 72( )( )-4( )

13+12cos 72( )( )0.5 13+12cos 72( )( )-2( )
cos 72( ) = 4.69

3 13+12cos 72( )( )-4( )

13+12cos 72( )( )0.5 13+12cos 72( )( )-2( )

2

 = 0.40

3 13+12cos 72( )( )-4( )

13+12cos 72( )( )0.5 13+12cos 72( )( )-2( )
 = 0.63

13+12cos 72( )( )-1( ) 13+12cos 72( )( )-8( )

13+12cos 72( )( )0.5

13+12cos 72( )( )-2

2

 = 5.18

13+12cos 72( )( )-1( ) 13+12cos 72( )( )-8( )

13+12cos 72( )( )0.5

13+12cos 72( )( )-2
 = 2.28

13+12cos 72( )( )0.5 = 4.0913+12cos 72( ) = 16.71

PQRST面積 ( )

ABCDE面積 ( )
 = 0.53

ABCDE面積  = 63.83 公分2PQRST面積  = 33.55 公分2

Q

P

S
R

A B

CE

D

I

F

H

T

F

附圖十二  

13+12cos 72( )( )-10

13+12cos 72( )( )0.5

2

32
 = 0.30

13+12cos 72( )( )0.5 = 4.0913+12cos 72( ) = 16.71

PQRST面積 ( )

CDEAB面積 ( )
 = 0.30

CDEAB面積  = 63.83 公分2PQRST面積  = 18.92 公分2

T

S

R

Q

P

A B

CE

D

G
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S

附圖十三

10+6cos 60( )( )-4

10+6cos 60( )( )0.5

2

32
 = 0.69

10+6cos 60( )( )0.5 = 3.6110+6cos 60( ) = 13.00

PQRPTU面積 ( )

EFABCD面積 ( )
 = 0.69

EFABCD面積  = 91.71 公分2PQRPTU面積  = 63.72 公分2

U

T

P

R

Q

P

A B

C

DE

F

附圖十四

5.89

9
 = 0.65

13+12cos 60( )( )-1( ) 13+12cos 60( )( )-8( )

13+12cos 60( )( )0.5

13+12cos 60( )( )-2

2

+

3 13+12cos 60( )( )-4( )

13+12cos 60( )( )0.5

13+12cos 60( )( )-2

2

( )-2

13+12cos 60( )( )-1( ) 13+12cos 60( )( )-8( )

13+12cos 60( )( )0.5

13+12cos 60( )( )-2


3 13+12cos 60( )( )-4( )

13+12cos 60( )( )0.5

13+12cos 60( )( )-2
cos 60( ) = 5.89

3 13+12cos 60( )( )-4( )

13+12cos 60( )( )0.5

13+12cos 60( )( )-2

2

 = 0.37

3 13+12cos 60( )( )-4( )

13+12cos 60( )( )0.5

13+12cos 60( )( )-2
 = 0.61

13+12cos 60( )( )-1( ) 13+12cos 60( )( )-8( )

13+12cos 60( )( )0.5

13+12cos 60( )( )-2

2

 = 7.14

13+12cos 60( )( )-1( ) 13+12cos 60( )( )-8( )

13+12cos 60( )( )0.5

13+12cos 60( )( )-2
 = 2.67

13+12cos 60( )( )0.5 = 4.3613+12cos 60( ) = 19.00

PQRSTU面積 ( )

EFABCD面積 ( )
 = 0.66

EFABCD面積  = 91.71 公分2PQRSTU面積  = 60.33 公分2

U

T

S

R

Q

P

A B

C

DE

F

H

K

M

L

附圖十五

13+12cos 60( )( )-10

13+12cos 60( )( )0.5

2

32
 = 0.47

13+12cos 60( )( )0.5 = 4.3613+12cos 60( ) = 19.00

PQRSTU面積 ( )

ABCDEF面積 ( )
 = 0.47

ABCDEF面積  = 91.71 公分2PQRSTU面積  = 43.37 公分2

P

Q

U

T

A B

C

DE

F

R

S
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八.正立方體各邊比例為 1:1，依規則順時針所形成的小正方形，利用上下、左

右、 

前後貫穿所形成 12 個四角錐體與原正立方體之體積比?  

                                                         

                                                                 

 

 

 

 

    ※圖 a,b 利用順時針切割 之底面積投影至平面

圖 c 

=> {
xy

xy

2

)5(
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  =>(x,y)=(1,2) ； (x,y)=(3,3) ；(x,y)=(
3

5
 ,

3

5
) ；(x,y)=(

3

5
 ,

3

10
)                                                           
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1 = )5
3

10

3

10
5105

3
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3

10
(

2

1
−−−−+++ =
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  利用公式得切割之同一面小正方形:原正方形面積比=1:5 

    1:5=x
2 
:5

2   
=> 小正方形邊長=√5 

   故體積比值=
555

)
2

5

3

5
(

2

5

3

1
12





=
15

1
 

 

九.正立方體各邊比例為 1:1，依規則順時針所形成的小正 

   方形，逆時針所形成的另一小正方形，利用上下、左右 

  、前後貫穿兩小正方形共同部分，形成一四角化立方體， 

   則此四角化立方體與原正立方體之體積比?  

 a. b. c. 
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   此四角化立方體為卡塔蘭立體，具有旋轉對稱性，且可分成 

     一個正立方體外加六個正四角錐 

     設原立方體邊長=a ， 則小正方體邊長=
3

a
，正四角錐的高=

12

a
 

      體積比值=
18

112
)

3
(

3

1
6)

3
(

3

23

=

+

a

aaa

 

 

伍. 結論 

多邊形將各邊分同比例三段，第一頂點、第一分段點連線，與第二頂點、第二

分段點連線之交點 1，第二頂點、第一分段點連線，與第三頂點、第二分段點

連線之交點 2，依序持續找出所有交點，所有交點所形成新多邊形與原多邊形

之面積比例關係: 

一. 任意三角形，各邊比例均為 a：b：c 所形成新三角形  

(一)a≠b+c 

    →新三角形 ：原三角形=            

  
))((

)(
]}

)()()(

)(

)()()(
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[31{

2

2

2222
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cbaabbaacbc
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cbaabbaacbc

baacbc

++++

−+


++++−+

++


++++−+

+−+
−

:1 

(二)a=b+c 

    →新三角形 ：原三角形= 22 )23(:)2( cbc +  

     二.任意正方形，各邊比例均為 1：b：c 所形成新正方形  

    →新正方形 ：原正方形= 

( )
1:

11

)(
]

))(1()1)((

))(1(

))(1()1)((
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2

1
41[

2

2
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−
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cb

cbbcbcb

ccbb

cbbcbcb

ccbcb   

三.任意平行四邊形，各邊比例均為 1：b：c 所形成新平行四邊形  

    →新平行四邊形 ：原平行四邊形= 

( )
1:

11

)(
]

))(1()1)((

))(1(
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2

1
41[

2

2

22

2

+++

+


++++++
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cbbcbcb
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cbbcbcb

ccbcb   
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四.任意正 n 邊形，各邊比例均為 1：b：c 所形成新正 N 邊形  

    →新正 n 邊形 ：原正 n 邊形= 
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=++++++++=
360

,cos)1()1(2)1()1( 22   

  五.正立方體各邊取中點,依規則進行切割,所形成的各面之小正方 

    形,利用上下,左右,前後貫穿所形成 12 面四角椎體 

    →12 面四角椎體體積:正立方體體積=1:15
   六.正立方體各邊比例為 1:1，依規則順時針所形成的小正 

   方形，逆時針所形成的另一小正方形，利用上下、左右 

  、前後貫穿兩小正方形共同部分，形成一四角化立方體， 

   →四角化立方體:原正立方體之體積=1:18  
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